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Exercise 1: [clause form]
Transform the following formulas into clause form:

Ay =p(a) — Vo3y[=(p(x) V q(y, ) A Vy[p(2)]]]
Ag =VaVylp(x) A Jz[q(y,2) Vr(y) vV q(f(2), y)] A —r(z)]

Exercise 2: [Herbrand-models]
Find a Herbrand-models for A; from exercise 1 and for its clause form.

Exercise 3: [MGU]
Determine an MGU for

S =Ap(x, 2, 9(z,y, f(2)),p(y, f(z),w)}

Exercise 4: [Resolution]
Prove by resolution:

Va3z132Wy[(r(z) = =q(y)) A (r(z) Vp(x)) Allg(z1) V p(x) V s(22)) A =s(y) A =p(22)]

is unsatisfiable.

Exercise 5: [clause form]
Transform the following formulas into clause form:

Ay = VaTy[(p(r) = q(x,y)) AVzlg(z, 2) — =p(y)]]
Ay = FxVy[p(b) V (p(x) — q(y, f(2)))]

Exercise 6: [clause form]

1. What has to be shown in order to prove the soundness of skolemisation?
2. Why are steps 1 and 7 of the skolemisation correct?.
3. What is the relation between PKNF and claus form?



Exercise 7: [Herbrand-models]
Find Herbrand-models for the formulas from exercise 5.

Exercise 8: [MGU]
Determine MGUs for:

L Ap(z, f(z,y,2),9(9(v))), p(a, f(9(2),z,a), g(w))}
2. {p(x, 2),p(f(y,2), g(a)),p(f(g(b), 2), 2)}

Exercise 9: [Resolution]
Prove by resolution:

L [ Vap(z1)] V ~Va[(p(z) V a(@)) A Fza[-r(22) A (r(22) V —q())]]
2. Yy[(Vyp(y) Vr(z)) A—q(x) A (q(y) V —r(y)) A —=p(z)] is unsatisfiable.
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on Exercise 1:
Bringen Sie die folgenden Formeln in Klauselform:

Ay = p(a) = VaIy[~(p(z) V q(y, z)) A Vy[p(z)]]
1. Existenzieller Abschluss:

Fz[p(a) = VaIy[=(p(x) V q(y, ) A Vy[p(2)]]]

2. Eliminierung iiberfliissiger Quantoren:
Jzlp(a) — VaIy[=(p(z) V q(y, ) Ap(2)]]

3. Umbenennung mehrfach quantifizierter Variablen:
keine vorhanden, also nichts zu tun

4. —, <> etc. ersetzen:
Fz[=p(a) vV VaTy[~(p(z) V q(y, 2)) Ap(2)]]
5. Negationen nach innen schieben:
Fz[-p(a) v VaIy[-p(z) A —q(y, z) A p(2)]]
6. Quantoren auf Wirkungsbereich einschranken:
—p(a) VVz[-p(z) A y[=q(y, z)]] A 3z[p(2)]
7. Existenzquantoren eliminieren, Skolemfunktionen einfiihren:
—p(a) V (Ve[-p(x) A =q(f (), z)] Ap(b))
8. Allquantoren nach links schieben:
Va[-p(a) V (=p(x) A —q(f(z), z) Ap(D))]
9. Matrix in KNF und vereinfachen:

Va[-p(a) V (=p(x) A =q(f (), ) A p(D))]
F=Vz[((=p(a) V —p(z)) A (=p(a) V —q(f (2),
F=Va[(=p(a) A (=p(a) V —q(f(2),2)) A (=p(a) v ( )))]
== Vz[=p(a)]
== —p(a)

Bei A, ist nicht viel zu tun, lediglich Schritt 7 muss durchgefithrt werden. Hier geht
es um die korrekte Anwendung dieses Schritts. Es miissen die freien Variablen durch
Funktionsterme ersetzt werden, die in der existenzquantifizierten Teilformel vorkommen
und die links davon allquantifiziert sind. Ein h&ufiger Fehler ist, dass hier einfach alle
Variablen gewahlt werden, die links vorkommen, was in diesem Fall zu

Ay =VaVylp(x) A 3zq(y, 2) Vr(y) vV a(f(2), y)] A —r(z)]
~Vavy[p(z) A (q(y, 9(z,y)) Vr(y) vV a(f(9(z,v)),y)) A —r(x)]

fiihren wiirde. Dieses Ergebnis ist falsch! Die Variable x ist zwar links universell
quantifiziert, sie kommt aber nicht im Wirkungsbereich des Existenzquantors vor. De-
shalb ist sie auch nicht bei der Definition der Skolemfunktion zu beriicksichtigen. Das
richtige Ergebnis ist also

Ag ~VaVylp(x) A (a(y, 9(y) Vr(y) vV a(f(9(y),y)) A —r(z)].



on Exercise 2:
Geben Sie fiir die Formel A aus Aufgabe 1 sowie fiir ihre Klauselform ein Herbrand-
Modell an:

Modell fiir A: Es gibt keine (nicht-0-stelligen) Funktionskonstanten und nur eine Indi-
viduenkonstante. Daher ist das Herbrand-Universum H4 = {a} und I = (Hy, I, I,))
mit I.(a) = a (per Defninitionem), I.(p) = I.(q) = 0 ist ein Herbrand-Modell.

Modell fiir Klauselform: Hier gibt es zusétzlich die einstellige Funktionskonstante f, so
dass jetzt Hq = {a, f(a), f(f(a)),...} ist. Die Interpretation der beiden Priadikatskon-
stanten kann gleich bleiben, so dass I wie oben, jedoch mit dem neuen Hj4 ein
Herbrand-Modell fiir die Klauselform ist. Hier kann man allerdichgs auch sehen,
dass die beiden Formeln zwar erfiillbarkeitsdquivalent, aber nicht logisch dquiva-
lent sind: Wahlt man z.B. I.(q) = Ha x Hy, dann ist ¢(y,z) immer erfillt und
damit A nicht erfillt. Die Klauselform wird aber trotzdem erfiillt, weil hier die
beiden Klauseln schon durch die gewéhlte p erfillt werden.

on Exercise 3:
Bestimmen Sie einen MGU fir

S = {p(x,z,g(x,y,f(z))),p(y,f(x),w)}

oo =10
So =S ={p(z, 2 9(z,y, f(2))),p(y, f(x), w)}
Dy = {Cﬂ,y}

o1 =o0po{r + y}

S1 = Soo1 = {p(y,2,9(y,y, f(2))),p(y, f(y), w)}

Dy ={zf(y)}

oy =o010{z < f(y)}

Sy = S1oa = {p(y, (%), 9(y, 4, f(fW)); p(y, f(v), w)}
Dy = {g(y,y, F(f())), w}

o3 = oz 0{w <+ g(y,v, f(f()))}

S3 = Saos = {p(y, f(v), 9(v,y, fF(f(¥)))}

Ss enthélt nur noch ein Element, wir sind also fertig. Der allgemeinste Unifikator ist die
Verkettung der drei Substitutionen oj009003 = {x < y,z < f(y),w — 9(y,y, f(f(v)))}.
Man beachte, dass die Verkettung nicht notwendigerweise nur die Vereinigung der Sub-
stitutionen ist. Die Schreibweise o1 U 03 U 03 wére i.A. falsch, da dies ein gleichzeitiges
Ausfiihren der Substitutionen implizieren wiirde, was aber zu Inkonsistenzen bzw. ein-
fach zu einem falschen Ergebnis fithren wiirde. Bspw. ist {z + y} U {y < z} nicht die
selbe Substitution wie {x < y} o{y < z}, denn auf den Term f(z,y) angewendet ergibt
erstere f(y, z), letztere aber f(z,z).



on Exercise 4:
Beweisen Sie durch Resolution:

Va3 3zVy[(r(z) = =q(y)) A (r(z) vV p(2)) A (g(21) V p(2) V 5(22)) A =s(y) A —p(22)]

ist unerfiillbar.
Zuerst bringen wir die Formel in Klauselform:

Vadz13z2Vy[(r(x) = —q(y)) A (r(@) V p(x)) A (g(z1) Vp(z) V s(22))
~Vrdz 3zvy[(-r(@) V =q(y)) A (r(z) V p(e)) A (q(z1) V p(e) V s(z2))
VaVy[(=r(z) V —q(y) A (r(x) Vp(@) A (g(f (@) V ple) V s(g(x))) A —s(y

Dies entspricht der Klauselmenge

{=r(x1), ~q(y)}s {r (@), p(a2)} {a(f (23)), p(w3), s(g(23))}: {~s(ya) b, {=p(9(x5)) }}

Der Resolutionsbeweis ist der folgende:

A —s(y) A —p(22)]
A

Ky = {-r(z1),~q(y1)}, Klauselmenge

Ky = {r(z2),p(z2)}, Klauselmenge

K3 = {=q(y1),p(z2)} Res(K1, K>)

Ky = {q(f(x3)),p(x3),5(9(x3))}, Klauselmenge

K5 = {~s(ya)}, Klauselmenge

Ko ={q(f(x3)),p(z3)} Res(Ky, K5) mit 3y < g(x3)

K7 ={p(x3)} Res(K3, K¢) mit y3 < f(z3)
= {-w(g(ys))} Klauselmenge

K9 =0 Res(K7,Kg) mit x3 < g(ys).

on Exercise 5:
Bringen Sie die folgenden Formeln in Klauselform:

Ay =Vady[(p(z) — q(z,y)) AVzla(z,2) = -p(y)]]
1. Existenzieller Abschluss: Nichts zu tun.
2. Eliminierung iiberfliissiger Quantoren: Nichts zu tun.
3. Umbenennung mehrfach quantifizierter Variablen: Nichts zu tun.
4

. —, <> etc. ersetzen:
Va3y[(=p(x) V q(x, y)) AVz[~q(z, 2) V =p(y)]]
Negationen nach innen schieben: Nichts zu tun.

> o

. Quantoren auf Wirkungsbereich einschranken:
Vady[(—p(z) V q(z,y)) ANVz—q(z,2) V —p(y)]
7. Existenzquantoren eliminieren, Skolemfunktionen einfiihren:

Va[(=p(z) V q(z, f(x))) AV2mq(z, 2) V =p(f(2))]



8. Allquantoren nach links schieben:
Vavz[(-p(z) V q(x, f(2))) A ~q(z,2) V =p(f(2))]
9. Matrix in KNF und vereinfachen:

Vavz{(-p(z) V q(z, f(2))) A ~q(z, 2) V =p(f())]
= Vavz[(—p(z) V q(x, f(2) V —p(f(2))) A (~q(z, 2) V =p(f(2)))]

Ay = 3aVy[p(b) v (p(x) = qly, f(2)))] :
1. Existenzieller Abschluss:
F232vy[p(b) V (p(x) = q(y, f(2)))]
2. Eliminierung iiberfliissiger Quantoren: Nichts zu tun.
3. Umbenennung mehrfach quantifizierter Variablen: Nichts zu tun.
4. —, < etc. ersetzen:
F=3aVy[p(b) V —p(z) V qly, f(2))]
5. Negationen nach innen schieben: Nichts zu tun.
6. Quantoren auf Wirkungsbereich einschréanken:
p(b) V x[=p(x)] V 32Vyq(y, f(2))
7. Existenzquantoren eliminieren, Skolemfunktionen einfiihren:
p(b) vV —p(a) vV Vyq(y, f(c))
8. Allquantoren nach links schieben:
Vylp(b) v =p(a) V q(y, f(c))]
9. Matrix in KNF und vereinfachen: Nichts zu tun.
on Exercise 6:
1. Was muss fiir die Korrektheit der Skolemisierung gezeigt werden?

e Entscheidend ist die Erfiillbarkeitsiquivalenz. Die Klauselform A’ von A ist
erfillbar, genau dann, wenn A erfiillbar ist.

2. Begriinden Sie fiir die Schritte 1 und 7 der Skolemisierung, warum sie korrekt sind.

e Schritt 1 fithrt dazu, dass ganz auflen Existenzquantoren eingefithrt werden,
die dann spater durch O-stellige Konstanten wieder beseitigt werden. FEine
erfiillende Interpretation von A muss die freien Variablen belegen. Eine er-
filllende Interpretation von A’ kann einfach gewonnen werden, indem man
die neu eingefithrten Konstanten entsprechend belegt. Umgekehrt geht das
natiirlich auch.

e Schritt 7 ist der Kern der Transformation. Wesentlich ist die Eigenschaft, dass
die neu eingefiihrten Funktionssymbole als Funktionen interpretiert werden,
die genau das Element liefern, das zu den allquantifizierten Variablen passt,
die an der betreffenden Stelle giiltig sind.

3. In welcher Beziehung stehen die préanexe KNF und die Klauselform?

e Die pranexe KNF ist eine logisch dquivalente Umformung, die Klauselform
erfiillbarkeitsdquivalent. Es wére ein Nachteil, zuerst in die prinexe KNF



umzuwandeln, und dann erst in Klauselform, weil die Umformung in KNF zu
einer kombinatorischen Explosion fithren kann, d.h. man sollte sie moglichst
spat machen.
on Exercise T7:
Geben Sie fiir die Formeln aus Aufgabe 5 Herbrand-Modelle an.
Ay =VaIy[(p(z) — q(z,y)) AVzlg(z, 2) = =p(y)]] :
Es kommen keine Konstanten und keine Funktionssymbole vor. Also fithren wir
ein Konstantensymbol ein und das Herbrand-Universum ist Hy, = {a}. Wahlt
man p = {a}, so ist die Formel erfiillt.
Ay = FaVy[p(b) V (p(z) — q(y, f(2)))] Hier kommen b und f vor, so dass Ha, = {b, f(b), f(f(b)),...}
ist. Die Formel wird z.B. durch p = {b} erfillt.

on Exercise 8:
Bestimmen Sie MGUs fir:

L A{p(z, f(2,9,2),9(9(v))), p(a, f(9(2),z,a), g(w))}:

oo =10
So ={p(z, f(2,y,2),9(9(v))),p(a, f(9(2),z,a), g(w))}
Dy = {xz,a}

o1 =o0po{r + a}
Sl = 5001 = {p(aaf(g7y7 z),g(g(y))),p(a,f(M,x,a),g(w))}
Dy = {a,9(2)}

a und g(z) sind nicht unifizierbar, also gibt es keinen MGU.
2. {p(,2).p(f(y,2),9(a)),p(f(9(b),2),2)}:

oo =10

So = {p(z, 2),p(f(y, 2), 9(a)),p(f(g(b),2),2)}

Do = {z, f(y,2)}

o1 ={z + f(y,2)}

S1 = Soo1 = {p(f(y, 2),2), p(f(y,2),9(a)), p(f(g(b), 9(a)), 2)}
Dy ={z,9(a)}

o9 =010{z« g(a)}

Sy = S102 = {p(f(y,9(a)), g(a)),p(f(g(b),g(a)),g(a))}
Doy = {y,g(b)}

o3 =030y < g(b)}

S3 = Sa03 = {p(f(9(b),9(a)), g(a))}

S3 enthélt nur noch ein Element, der MGU ist also die Verkettung der drei Sub-
stitutionen:

mgu = {z < f(g9(b),g(a)),y + g(b),z < g(a)}



on Exercise 9:
Beweisen Sie durch Resolution:

L | Vai[p(z1)]

V Vz[(p(z) V q(x)) A zo[-1(22) A (r(22) V

—q(z))]] Zuerst negieren

wir die Formel, bringen sie in Klauselform und stellen Sie als Klauselmenge dar:

=(Vailp(z0)] V —Va[(p(z) V q(2)) A Fza[-r(22) A (r(22) V —q(2))]])
~3z1 [p(21)] AVz[(p(x) V q(x)) A Fza[-r(22) A (1(22) V —q(2))]]
~p(a) AVz[(p(z) V q(z) A =r(f (@) A (r(f(2) vV —q(a))]
~Va[opla) A(p(e) vV q(x)) A=r(f(2) A (r(f(2) V —q(z))]
~{{=p(a)} {p(z1), q(z1)}, {-r (f(22)) }, {r(f(23)), ~q(x3)}

Der Resolutionsbeweis ist der folgende:
Ky = {-p(a)}, Klauselmenge
Ky ={p(x1),q(z1)}, Klauselmenge
K3 ={q(a)} Res(K1, K2) mit 1 < a
Ky ={-r(f(x2))}, Klauselmenge
Ks = {r(f(x3)),~q(z3)}, Klauselmenge
K¢ = {—q(x3)} Res(Ky, K5) mit x9 < x3
K; =0 Res(Ks, Kg) mit x3 < a.

2. Vy[(Vyp(y) V r(z)) A =q(a) A

(q(y) V =r(y)) A

—p(z)] ist unerfillbar. Formel in

Klauselform bringen und als Klauselmenge schreiben:

Vy[(Vyp(y) vV r(z)) A =q(z) A (q(y) V —r(y)) A —p(2)]
~3e32Vy[(Vyp(y) V r(x)) A —q(z) A (a(y) V -r(y)) A -p(2)]
~ 332y [(Vyip(y1) V (@) A —q(@) A (q(y) Vv —r(y)) A —p(2)]
~3z[(Vyrp(yr) V r(z)) A —q(@)] AVylg(y) V —r(y)] A 3z-p(z)
~(Vyp(y1) V r(a)) A —gla) AVyla(y) Vv —r(y)]l A —p(b)
~VyVul(p(y1) V r(a)) A —=q(a) A (q(y) v —r(y)) A —p(b)]
~{{p(y1), (@)}, {~aq(a)}, {a(y2), = (y2)}, {—-p(b)}}

Resolutionsbeweis:

Ky ={p(y1),r(a)}, Klauselmenge

Ky = {-p(b)}, Klauselmenge

Ks={r(a)} Res(K7, K2) mit y; < b

Ky = {aum). (1)}, Klauselmenge

K5 ={q(a)} Res(K3, Kq) mit y2 < a

K¢ = {—q(a)}, Klauselmenge

K;,=0O Res(Ks5, Kg) mit y < a.



