Algorithmen der Pradikatenlogik
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fiir Pl-1

Definition 5.1
Sprache: =, A, V,—,V, 3 (zunéchst ohne =)
Formeln der Sprache in Klassen einteilen:

» Atomare und negierte atomare Formeln.

» a-Formeln (wie in A-Logik)

ANB,=(AV B),—(A — B),——A, a1, a wie gehabt.
» (-Formeln (wie A-Logik) -(AAB),(AV B),(A— B)
» ~-Formeln VxA,-3xA (A € Form)
» §-Formeln IxA,-VxA (A € Form)
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

» Regeln zur Tableau-Konstruktion:
a, 3 Regeln zur Verarbeitung «, 3 Formeln.

e v-Regeln:

¥ ‘ Vx A| -3dx A
Ve [ ATt | ~AL[E]

t beliebiger Term, Substitution erlaubt.

o J-Regeln:
1) ‘ dx A | =Vx A
5[}/] ‘ Ax[y] _‘Ax[y]

I' y Variable (oder ¢ Konstante O-stellig) ,,y neu*:
y kommt noch nicht in Formeln im Ast zu A,[y] frei vor und
die Substitution ist erlaubt.
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

» Systematische Konstruktion eines Modells:
Falls die Sprache keine F-Symbole enthilt reichen die
., Bezeichner" fiir Elemente des Definitionsbereichs aus.
Sonst wahle als Definitionsbereich fiir die Interpretation eine
geeignete abgeschlossene Termmenge.

e Fiihre soviele , Terme" ein wie notwendig.
Existentielle Formeln bendtigen ,, Lésungen”, solche diirfen
nicht eingeschrénkt sein (anderswie verwendet worden sein).
» O-Formeln brauchen nur einmal , erfiillt" zu werden.
~v-Formeln hingegen miissen fiir alle Objekte die eingefiihrt
wurden garantiert werden, miissen somit immer weiterhin
beachtet werden.
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

Lemma 5.2
Sei I eine Menge von Formeln iiber einer abgeschlossenen
Termmenge (Universum) U mit

1.

AR N

Fiir keine Formel A gilt Ael und -AeTl.

Fiir jede a-Formel in T gilt a1, €T.

Fiir jede B-Formel in T gilt 51 € I oder 3> € T.

Fiir jede v-Formel in T gilt v[t] € T fiir alle t € U.
Fiir jede 6-Formel in T gibt es ein t € U mit §[t] € T.

< Dann ist T erfiillbar.
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

I Problem: U/ kann unendlich sein. Erst recht wenn F-Symbole

vorhanden!
» Sprachen mit ,=" dann Funktionskonstanten und Terme.
t1 =1
Alty < to]

< In einer Formel A kann ein Term t; durch einen ,gleichen”
Term tp ersetzt werden, wenn im Ast zu A der Knoten mit der
Markierung t; = t, vorkommt. Vx x = x als Wurzel der =
Tableaux zulassen. «

» Problematische Regel, da sie zu einer Formelexplosion fiihrt.
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

Satz 5.3
Sei A € Form(L), ¥ C Form(L)
a) = A gdw es gibt ein abgeschlossenes Tableau fiir —A.
b) ¥ = A gdw es gibt ein abgeschlossenes Tableau fiir ¥ U {—A}.

» Systematische Tableaux-Konstruktion:
L, a5 v, B
Reihenfolge der Regelanwendungen: t ot
, Beachte: t A.[t] muss erlaubt sein.
) y neu bei -Regel beachten (frei).
» Falls keine Funktionskonstanten in L Interpretation mit
{c1, 2, ...} als Konstanten.
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Beispiele

Beispiel 5.4 (= (VXA — B) — 3x(A — B), x nicht frei in B)

=((Vz A — B) — 3z (A — B))

Vo A
—Az[a]
(4 — B)y[d]

Azla)

-B

u]
]
I
ul
iht

PN G4
|
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1
:

O0000000®00000000O000O0OOOOOOO0OO0O0OO0OOOOO0OOOOO0OOO0OO00O00OO0OO00000O00OO0O0000

Beispiel 5.5 (' = {VxAV VxB}, C =Vx(AV B). Gilt T = C?)
Ve AV Vx B
-Vz (AV B)

~(Az[a] V Bela])

4[]
B.[d
Vo A Vx B
A,0d

I v-Formeln diirfen nicht abgehakt werden, da man immer
muss!

wieder neue Terme einfiithren kann und ~v[t] erfiillt werden
Prof. Dr. Madlener: Logik
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Beispiele (Forts.)

Beispiel 5.6 (Ix —p(x, x) E —Vx3Jyp(x,y))
Gibt es Modelle fiir {dx —p(x, x),Vx3y p(x,y)}
3 —p(, )

Vz3y p(, y)

-p(a,a)

Jy pla,y)

p(a,b)

Jy p(b,y)

+p(b; c)

. o = =
:
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1
:

< Interpretation:

x

p(x,y)

[e) 1)

D Q 0 T o
—_

» Es gibt Interpretation mit nur 2 Elementen
—-p(a,a), p(a, b), p(b, a), p(b, b), die Modell sind.
— Vorschrift ,,neu” kann aufgeweicht werden.
I Erst alle Konstanten verwenden, falls diese Wahl zu 4 fiihrt
mussen neue Konstanten einfiihrt werden, sonst Modell
gefunden.

(=] = = QR

:
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Beispiele (Forts.)

Interpretation z.B.:

Jz —p(x, x)
Va3y p(a,y)
—-p(a,a)

Jy pla,y)
p(a,b)

Ty p(b,y)

p(b,a)

@ i}
= Olu
o | o

PN G4
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Beispiel 5.7 (Gilt |= Vx(p(x) V q(x)) — (¥xp(x) V ¥xq(x)) ?)

~(Vz (p(=) V q(x)) — (Vo p(2) V Vo q(2)))
vz (p(x) V q(x))
~(Va p(x) Vv Va ()
~Va p(a)
=V g(z)
—p(a)
—q(b)
p(a) V q(a)
p(b) V q(b)
/
ar 1
p(b) 72

I'=({a,b}: I(p)a)=1(q)(b) =F, I(p)(b)=1(q)(a)

o F

S
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1
:

Beispiel 5.8

0000000000000 ®O00000O0000OO000O0O0OOO000000O0O0000O0000O0000000000O0000000000

VaJy p(z,y)

Vx3y p(x,y), Vx =p(x,x) E IxIy3z (p(x,y) A p(y, z) A —p(x, 2))
YV —p(z, x)

—323y3z (p(z,y) Aply, 2) A —p(@, 2))
-p(e1,cr)
3y pler,y)
pler, ca)
"P(Cz, 02)
Jy p(ez,y)

~(p(e1, e2) Aplez, e1) A =pler, er))
—p(er, c2) /\

p(c1,c1)
—p(ez, c1)
p(c2, c3)
Prof. Dr. Madlener: Logik
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Beispiele (Forts.)

Interpretation:
plc,c1)=F ple,0)=W p(e,c)=F
plc,a)=F p(c,a)=W p(a,ca)=F...

i G CG3 G G

1 0 1

Co 0 0 1

c3 0 1

Ca 0 1

[m] = =
;
Prof. Dr. Madlener: Logik
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Beispiele Formeln mit = : Monoide und Gruppen

Beispiel 5.9
{Vx¥yVz (x-y)-z=x-(y-2)

Vx x-1=x
Vx x-x =1}

Gruppenaxiome

Behauptung: Es gilt: Aus Gruppenaxiome
EVx1l -x=x und EVxx-x=1

u]
]
I
ul
iht

A
I
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Vex=ux
Axiome
Vzlox=ua
“VzToxr=1
—bob=1
bob=1

(bob)ol=Dbob)

PN G4
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Entscheidbare Fille (Prafixe) Allgemeingiiltigkeit
L Sprache ohne Funktionskonstanten
abgeschlossene Formeln

1. Vx1 - VXm3yr - - dym A A quantorenfrei

2. Vxy -+ - VxpdyVzy - - - Vz,A

3. Vxy - - Vxpdy1dyoVzy - - - Vz,A

4. Jyy - AypVxq - VxpdZA n,m>1n. entsch.

5. Vx1 -+ Vxm3dy1dyedysVzy - - - Vz,A m,n > 0 n. entsch.
oy @ = =y =
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1
:

Beispiel 5.10 (Typ 2. Formel)

=V Vasdyvz A
VoYV A, a)
—JYVz Ay, w0, b
V2 Agy zs,yla, b, al
V2 Ayy ay yla, b, b]
Agy woy.2la,b,a,aq]

Axlvxihlhz[a? b, b, ‘12]

Prof. Dr. Madlener: Logik



Algorithmen der Pradikatenlogik
0000000000000 0O00000e000000000000000000000000000000VOOOOOOOOOOOOOO0O000000

Resolventenmethode

Resolventenmethode (PL1 - Resolutionsverfahren)

» Formeln in Klauselnormalform auf Erfillbarkeit testen.

Definition 5.11
Eine Formel A € Form(L) ist in Klauselform (KLF), wenn sie die
Gestalt

A=VxiVxa - xp[CL A Cu Ao A Gy

hat. Dabei sind die C; Klauseln (d. h. Disjunktionen von Literalen
ohne Wiederholungen) und die Variablen xi, ..., x, sind alle
Variablen, die in den CJ vorkommen.

> Vxi,...,Vx, Prafix [Gi A - A Ci] Mantisse (Matrix).
< PKNF und Prafix enthilt kein 3 Quantor.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

I Beachte: In Literalen kommen nun Variablen vor.
L und M sind konjugierte (komplementére) Literale, wenn
L=M B
(A Atom, -A = A A= A).

» p(x), —p(y) sind nicht konjugiert oder komplementér.
Nach Substitution z. B. x < a, y < a, p(a), ~p(a) sind
konjugiert. Aber auch x «— x, y < x, p(x), —p(x).

» Ziel: Resolventenmethode verallgemeinern auf Formeln mit
Variablen und Funktionen (d.h. Terme).

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Skolemisierung

Lemma 5.12 (Skolem)

Jede Formel A der P-Logik erster Stufe kann effektiv in eine
erfiillbarkeitsaquivalente Formel A’ in Klauselform transformiert
werden.

> A ist erfiillbar gdw A’ ist erfiillbar.

» Anwendung: Nachweis der Allgemeingiiltigkeit

E B gdw {—B} unerfiillbar gdw (=B)’ unerfiilllbar.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Skolemisierung: Verfahren

Beweis:
A gegeben. Transformiere A wie folgt:

Schritt 1: Bilde den existentiellen Abschluss von A.
Schritt 2: Eliminiere alle liberfliissigen Quantoren.
Schritt 3:  Umbenennung mehrfach quantifizierter Variablen.
Schritt 4: Ersetze Operatoren, die von A, V, —
verschieden sind. z. B. —,If ..., — ...
Schritt 5: Schiebe — nach innen, bis sie vor den Atomen stehen.
Insbesondere =—A durch A ersetzen.
—VxA ~» Ix=A, =2(AV B) ~» (HAAN-B)
—(AAB) ~ (mAV —B)
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Resolventenmethode

0000@00000000O0O00O0000O0O0OOOO0000

Skolemisierung: Verfahren (Fort.)

Schritt 6:

Schritt 7:

Schritt 8:
Schritt 9:

Prof. Dr. Madlener: Logik

Schrianke Quantoren auf ihren Wirkungsbereich ein:
Qx(Ax B) ~» Ax QxB x nicht frei in A
~ QxAx B x nicht frei in B
Eliminiere existentielle Quantoren durch Einfiihrung
von Skolem Funktionen. Wihle dabei die erste Teilformel
(von links) der Form JyB(y) und ersetze sie durch
By[f(x1,...,%n)], n >0, wobei
a)  Xxy...x, alle unterschiedlichen freien Variablen in
JdyB(y) sind, die links von JyB(y)
universell quantifiziert sind.
b) f eine ,frische” n-stellige Funktionskonstante.
Schiebe V Quantoren nach links.
Bringe Matrix in KNF und simplifiziere.
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Resolventenmethode

Skolemisierung

> Korrektheit A; =---3yB(y) ~ Ajz1 = -+ By[f(x1,...,xn)]
» Behauptung: A; ist erfiillbar gdw A ist erfiillbar.
Sei | Modell fiir A;: Fiir jede mégliche Belegung der Variablen
X1,...,Xn Muss es ein oder mehrere Werte fiir y geben, mit
denen A; wahr wird.
I” wie | zusatzlich eine n-stellige Funktionskonstante
f:f(xi,...,xn) gibt fir Wertetupel fiir x; ... x, ein (den) y
Wert als Funktionsergebnis.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Beispiele

Beispiel 5.13
Vx {p(x) — 3z {=Vy [q(x,y) — p(f(a))IAVY [a(x,y) — p(x)]}}

1. Existentieller Abschluss und Elimination von iiberf. Quantoren:
I Vx {p(x) = {=Vy [a(x,y) — p(f(x1))] A Vy [a(x, )
— p(x)]}}
2. Umbenennung von y:
I Vx {p(x) = {=Vy [a(x,y) — p(f(x))] A Vz [q(x, 2)
— p(x)]}}
3. Elimination von —:
IxaVx {=p(x) V{=Vy [=q(x, ¥) V p(f(x1))] A Vz [~q(x, 2)
Vp(x)]}t}

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Beispiele (Forts.)

4. = nach innen:
IxaVx {=p(x) v {3y [a(x,y) A —p(f(x1))] AVz [~q(x, 2)
Vp(x)]}}
5. Quantoren auf Geltungsbereich einschranken:
IxaVx {=p(x) V{[By a(x,y) A =p(f(x1))] A vz ~q(x, 2)
Vp(x)]}}
6. Eliminieren der Ex.-Quantoren 3x; und Jy (0 - stellige bzw.
1-stellige Funktionseinfiihrung):

Vx {=p(x) V{[a(x, g(x)) A =p(f(a))] A [VZ ~q(x, 2) V p(x)]}}

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Beispiele (Forts.)

7. Quantoren nach links:

VxVz {=p(x) V{lq(x, g(x)) A =p(f(a))] A [~q(x, 2) V p(x)]}}

8. KNF + Simplifikation:
VxVz {[=p(x) V q(x, g(x))] A [~p(x) V —p(f(a))] A [p(x)
V=q(x, 2) V p(x)]}

= A= x {[p(x) V q(x, g(x))] A =p(F(a))}

» A =Vx[[-p(x) V q(x, g(x))] A [-p(f(a))]] Erfiillbar?

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Beispiele (Forts.) - Tableaux:

Va {[-p(z) V q(z, 9(2))] A [p(f(a)]}
[=p(a) V q(a, g(a))] A —p(f(a))
-p(a) V g(a, g(a))
—p(f(a))
—p(a)
[=p(f(a) v a(f(a), 9(f(a)))] A=p(f(a))
—p(f(a)) vV a(f(a),9(f(a)))
—»(f(a))

—p(f(a))

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Terme: a,f(a),g(a),g(f(a)),g(g(a)),g(g(f(a))), g(g(g(a)))-

7T ={a,g"(a),g"(f(a)) n > 0} Definitionsbereich

» Erfillbar:

I'=({a},f(a) = a,8(a) := a,p(a) = 0,q(a,a) = 1)

I Bei nicht Erfiillbarkeit: im endlich abgeschlossenen Tableau
kommen nur endlich viele Grundterme (Terme ohne Variablen)
vor, d. h. eine endliche Menge von Grundinstanzen der Matrix
ist unerfiillbar.

~+ Herbrand-Interpretationen.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Herbrand-Universum

Definition 5.14 (Herbrand-Universum)

Sei A € Form. Das Herbrand-Universum Hy ist die Menge aller
Terme, die aus den Individuenkonstanten (O-stellige
Funktionskonstanten) und den Funktionskonstanten, die A
vorkommen, gebildet werden kdnnen.

Enthdlt A keine Individuenkonstante, so wird eine hinzugenommen.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Herbrand-Universum (Forts.)

Beispiel 5.15

A =Vx{[=p(x) V q(x,g(x))] A =p(f(a))}
Ha={a,f(a), 8(a), 8(g(a)),&(f(a)),--- }

Die Menge der Grundterme in a, f 1-stellig, g 1-stellig.

—

B =Vx3y[p(f(x),y,&(x,y))]

— Hg = {37 f(a),g(a, a)v f(g(a, a))ag(a’ f(a))’ s }

:
Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Das Herbrand-Universum (Forts.)

Definition 5.16 (Herbrand-Interpretation)
Eine Herbrand-Interpretation fiir eine (abgeschlossene) Formel A
ist eine Interpretation | = (Ha,...), die

a) jeder Individuenkonstante a in A den Term a € Hp zuordnet.

b) jeder n-stelligen Funktionskonstante f, die in A vorkommt,
eine Funktion /(f) : Hf — Ha zuordnet, die die Terme
t1,...,tn € Ha auf den Term f(t1,...,t,) € Ha abbildet.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Der Satz von Herbrand

Satz 5.17

e Eine Formel A in Klauselform ist erfiillbar gdw A ist in einer
Herbrand-Interpretation erfiillbar.

o A ist unerfiillbar gdw A unerfiillbar in allen
Herbrand-Interpretationen.

» Festlegung der Definitionsbereiche der Interpretationen.
Sei A=Vxy - xp[CL A -+ A Gkl
Eine Grundinstanz einer Klausel C; (1 < j < k) von A ist eine
Klausel, die man erhalt, wenn man alle Individuenvariablen in
C; durch Terme aus Hp ersetzt, d. h. eine Grundsubstitution
x; < t; auf C; anwendet. Solche Klauseln, die keine
Individuenvariablen enthalten heiBen Grundklauseln.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Herbrand-Prozeduren

Satz 5.18 (von Herbrand)

Eine Formel A in Klauselform ist genau dann unerfiillbar, wenn es

eine endliche Konjunktion von Grundinstanzen ihrer Klauseln gibt,
die unerfiillbar ist.

I Konjunktionen von Grundklauseln sind wie aussagenlogische
Formeln in KNF zu behandeln.

~ Tableaux-Davis-Putnam-(Grund)-Resolution anwendbar.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Herbrand-Prozeduren (Forts.)

— Herbrand-Prozeduren
A Formel in KLF mit n-Klauseln und Herbrand Universum Hj.

e Erzeuge systematisch alle Grundklauseln G; aus den Klauseln
G (1 <j < n)von A

e Priife, ob die Konjunktion (aller) Grundklauseln unerfiillbar ist.

» Probleme:

e Systematische Erzeugung der Grundklauseln.

e Auswahl von Grundklauseln, die man auf Erfiillbarkeit testet.
e Welches Verfahren wahlt man.
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Resolventenmethode

Grundresolventenmethode

» A= [Vx3dy p(x,y) AVy3z q(y,z)] — VxIy3z

(p(x,¥) A aly, 2))
gilt = A? Transformiere —A in KLF

> B =VxVyVyVz[p(x, f(x)) A qly,g(y))N

(=p(a,y1) V =q(y1,2))]
» Hg ={a f(a),g(a), f(f(a)),f(g(a)),---
» Bilde Grundinstanzen:

[p(a.7(2)) A q(a,g(a)) A [-p(a,a) V —q(a, a)l]
A

Alp(a, (@) A a(F(2). g(F(2))) A [pla. £()) V ~a(F(a),
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Resolventenmethode

Grundresolventenmethode (Forts.)

» Teste, ob erfullbar:
Grundresolventenmethode

1. p(a f(a))

2. q(f(a), &(f(a)))

3. —p(a f(a))V—q(f(a) g(f(a))
4. —q(f(a), g(f(a))) 1IR3
5 O 2R4

? Wie wahlt man die Klauseln und Substitutionen geschickt!

DA
:
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Resolventenmethode

Substitutionen
L p(x,F(x)) x—a p(af(a))
2. q(y,g(y)) Substitutionen

3. —pla.y1) V=q(n1,2) | y1 < f(a)
—p(a,f(a)) vV —q(f(a), 2)

4. —q(f(a),z) 1IR3 x+<a y; < f(a)
5. O 2R4 y «— f(a) z — g(f(a))
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Resolventenmethode

Definition 5.19 (Erinnerung)

Eine Substitution 6 ist eine endliche Menge der Form
{(v1,t1),...,(Vn, ta)}, vi ist Individuenvariable v; # v;, t; Terme
(Term(V,F), F Funktionskonstanten t; Z v;, i=1,...,n
{vi,...,vp} ist der Definitionsbereich der Substitution (v;, t;)

» ,,Bindung" fiir v;.

6 induziert Abbildungen 6 : Term(V,F) — Term(V,F)
bzw. 6 : AForm — AForm

Wie liblich:

Olviy=t, i=1,...,n

v

» O(v)=v sonst

> 0(f(tr, ..., tn)) = F(0(t1), ..., 0(tn))
- 0(pltr.. .. 1)) = p(O(t1). ... O(tn))
- 0t = t') = 0(t) = O(r)
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Resolventenmethode

Substitutionen (Forts.)

» Komposition von Substitutionen: wie iiblich.
fo erst 6, dann o.
Identitadt als Substitution erlaubt.

» Betrachte t; = f(g(x),y), t = f(z,g(a))
Frage: Gibt es Substitution 6 mit t;60 = 6 d.h.

0(f(g(x),y)) = 0(f(2,£(a)))

» 0 heiBt dann Unifikator von t; und ts.
{x—a y<gla) z<g(a)} sind
{y —g(a) z< g(x)} Unifikatoren
~~ Unifikationsalgorithmen
Aligemeinster Unifikator: ¢ (MGU) (Most General Unifier).
Eigenschaft: Ist 6 Unifikator, so gibt es 7 mit § = o7.
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Resolventenmethode

Unifikation

Definition 5.20 (Unifikator)

Sei S=A1VvV---VA, {Ai,...,A,} eine Disjunktion (Menge)
atomarer Formeln A; (1 < j < n). Eine Substitution ¢ heiBt
Unifikator fiir S, falls A10 = Ax0 = --- = A,0 (insbesondere
miissen die Pradikatskonstanten der A; alle identisch sein).

» Gibt es fiir S einen solchen Unifikator, dann heiBt S
unifizierbar.

» Ein Unifikator 8 heiBt allgemeinster Unifikator oder MGU
fir S, wenn es fiir jeden Unifikator o von S eine Substitution
T gibt, so dass o = 6.
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Resolventenmethode

Unifikationsalgorithmen

Satz 5.21

Sei S = {A1,...,A,} Menge von atomaren Formeln, dann ist es
entscheidbar ob S unifizierbar ist und ein MGU o l3sst sich
berechnen.

Beweis:
Unifikationsalgorithmen fiir atomare Formeln in Prafix Notation.

Idee: Bestimme , Disagreement set” durch Tiefensuche.
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Resolventenmethode

Unifikationsalgorithmen (Forts.)

Darstellung atomarer Formeln

o Pradikatskonstante o

AN AN AN

t p(x g(ab),
p(x, &(F(y, 2), %), ¥) g(x g(g(h(x). 3), ). h(x))

— DS: {f(y, z),a,g(h(x),a)} nicht unifizierbar.

» DS: {...,v,...,t,... }, v kommt nicht in ¢ vor.
Andere: o : v «+ t.

» Berechne DSo dann weiter bis entweder ein Unifikator

bestimmt wurde oder nicht-unifizierbar als Ergebnis vorliegt.

I Es gibt sehr effiziente Unifikationsverfahren (lineare Zeit).
Siehe hierfiir Literatur.
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Resolventenmethode

PL1-Resolutionsverfahren

Definition 5.22 (Allgemeine Resolventenregel)

Seien C; und (G Klauseln ohne gemeinsame Variablen.

Seien A1V ---V A und =B; V =By V - -V =By Teildisjunktionen
von (7 bzw. G, so dass Ay,..., Ak, By, ..., B, unifizierbar sind,
mit allgemeinsten Unifikator  und sei

Ai0 = Bl = p(n1,...,rm) [Faktor]

Die Resolvente von C; und G ist dann die Klausel
GO\p(ri,...,rm)U GO\-p(r,...,r,) als Menge von Literalen.
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Resolventenmethode

Resolutionsverfahren (Forts.)

Satz 5.23 (Robinson)

Eine Formel A in Klauselform ist genau dann unerfiillbar, wenn die
leere Klausel [ aus A mit der Resolventenregel hergeleitet werden
kann.

» [Annahme: Klauseln in A sind variablendisjunkt] Immer
erreichbar da

VX[CL(X) A -+ A Cu(X)] B VX Vo - - - Vg
[G(x1) A= A Cr(Xi)]
> Beachte allgemeine Resolventenregel k,/ > 1
» Viele Varianten: Unit-Resolution, lineare Resolventenregel....

I Ziel ist es, so schnell wie moglich die leere Klausel herzuleiten,
d. h. soviel Literale wie moglich zu , faktorisieren”.
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Resolventenmethode

Beispiel

Beispiel 5.24

A= -3z [p(z,y) < ~3x [p(z,X) A p(x, 2)]
e Frage gilt = A?
—A=—=3yVz [p(z,y) < —3x [p(z,x) A p(x; 2)]]
— KLF(—A)

VzVx [ [-p(z,a) vV —p(z,x) V —p(x, z)]A

[p(2,1(2)) V p(z; a)]A
[p(f(2),2) V p(z; a)ll

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Beispiel (Forts.)

» Klauseln (nach Umbenennen der Variablen, variablendisjunkt)
L. =p(z1,a), =p(z1,x1), ~p(x1, z1)
2. p(z2, f(2)), p(2,a)
3. p(f(z3),z3),p(z3,a)
e Resolvente von 2. und 1. mit Teildisjunktionen
—p(z1,a), ~p(z1,x1), ~p(x1,z1) in 1. und p(z,a) in 2.
Der Unifikator (xi, a), (22, a), (z1,a) MGU.

o 4. p(a,f(a))
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Beispiel (Forts.)

e Resolvente 3. und 1. mit Teildisjunktionen
ﬁp(z].aa)a_'p(zlaxl)uﬂp(Xlaz].)v p(z3aa)

» DS:
{21,21,X1723} X121 Z3< 271 X1¢—a z3<a
{a,z1} 71 a 73 a

o 5 p(f(a),a)
e Resolvente 4., 1. mit Teildisjunktionen

p(a, f(a)), p(x1,21) x; < a,z1 «— f(a)

o 6. -p(f(a),a)
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Resolventenmethode

Beispiel (Forts.)

e Resolvente 5., 6.

° 7. O
< Also gilt

= A= -3yVz [pl(z,y) < ~3x [p(z.%) A p(x,2)]

21N Ge
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Logisches Programmieren und Prolog

Logisches Programmieren und Prolog

» Sprache der Logik zur Darstellung von Wissen (deklarativ)
tiber Strukturen. Wissensherleitung durch logische Folgerung
(deduktiv, Resolution usw.)
» Prozedurale Sicht von Resolution
Z=((Y-2)+X)=-Y Funktion von X, Y
2 = succ(succ(0))
goal(X,Y,Z): — mult(Y,2,A),add(A, X, B),subt(B, Y, Z).
add(R,succ(S),succ(T)) : — add(R,S, T).
add(T,0, T).
subt(succ(R),succ(S), T) : — subt(R,S, T).
subt(T,0, T).
mult(R, succ(S), T) : — mult(R, S, U),add(R, U, T).
mult(R,0,0).

e 6 o o o o o
SOk DN RO
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Logisches Programmieren und Prolog

Logisches Programmieren und Prolog

» goal, add, subt, mult sind 3-stellige P-Konstanten zur
Darstellung der Funktionen, die den ersten beiden
Argumenten als Wert 3-Argumente zuordnen.

» Wie , berechnet” sich ((Y -2) + X) — Y, wenn
X «— succ(suce(0)) und Y « succ(0)

? —goal(succ(succ(0)),succ(0), 2)

?

. With Z = succ(succ(suce(0)))
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Logisches Programmieren und Prolog

Horn-Logik

Erinnerung: Klauseln {L1, Ly,...,L,} Menge von Literalen
= {Al, ce ,An} U {—|Bl, . ,—|Bm}, Aj, Bj Atome.
» Hornlogik: Klauseln mit hochstens einem positiven Literal,
d.h. n < 1. Einteilung:

{A,=Bi1,...,mBn} m>0 Regel Klausel <=
{A} Fakt Klausel <«
{-Bi,...,7Bn} m>0 Goal Klausel <«
%] leeres Goal <
o = = = = 9Dac
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Logisches Programmieren und Prolog

Horn-Logik

» Formeln in KLF: Endliche Mengen von Literalen.
Hornklausel Formel von PL-1
° {A,ﬁBl,...,ﬁBm} V(AV—|31V~~~V—|Bm)
bzw. (V ((B1 A -+ A Bp) — A))

° {A} v (A)
° {=Bi,...,~Bm} V(=B1V---V-By)
bzw. =3 (B1 A -+ A Bm)
O false
— Notationen:
Formel ‘ logisches Programm ‘ Prolog
° V((Bl/\---/\Bm) A—By,...,Bny A:— Bq,...,Bn.
— A)
o v (A) A— A.
° —E](Bl/\”-/\Bm) — By,....Bn ?7 —By,...,Bn.
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Logisches Programmieren und Prolog

Horn-Logik (Forts.)

» Eine Menge von Regeln und Fakten ist ein logisches
Programm P

d. h. die Programmformeln sind entweder Regeln oder Fakten.

e Eine Struktur R ist Modell von P, falls R Modell der
entsprechenden Formeln in P ist.
e P = ¢ hat die iibliche Bedeutung.

I Beachte: Sei P logisches Programm und ? —By, ..., By, ein
nichtleeres Ziel. Dann sind dquivalent
1. PU{? - Bi,...,Bn} hat kein Modell (unerfiillbar)
2. PE=I(BiA--ABy)

< Herbrand Interpretationen reichen aus: d. h. Termmengen und

Funktionen sind fest durch die Formeln (Programm) definiert.
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Logisches Programmieren und Prolog

Horn-Logik (Forts.)

» Offen ist nur noch die Interpretation der P-Konstanten.
R < I(R) ={r(t1,...,tn) |r P-Konstante, n-stellig
t1,...,t, € Hp Grundterme
(tl,...,tn) S I’R}
Semantik logischer Programme (deklarative Semantik).
Sei P ein logisches Programm. Unter den Herbrand
Interpretationen die Modelle von P sind, gibt es ein minimales
Herbrand Modell Mp:
. Mp= {r(t1,...,tn) | t1,...,t, Grundterme und

PEr(t,... th)}

» Mp lasst sich rekursiv definieren.
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Logisches Programmieren und Prolog

Horn-Logik (Forts.)

Satz 5.25

Sei 3Xy -+ 3IXk(B1 A -+ A By) eine abgeschlossene existentielle
Formel und P logisches Programm. Dann sind dquivalent:

1. PE3Xy - 3Xe(BL A+ A Bm)

2. PE(BiA-- ABm)[X1/t1,..., Xk/t] fiir Grundterme
t1,..., bk

3. M, ist Modell von 3Xy ---3X(Bi A -+ A Bm)

4. My = (B A+ A Bp)[X1/t1,. .., Xk/t] fiir Grundterme
t1,..., tk

I Grundlage fiir M, ist die Semantik (Bedeutung) von P.
(Beachte der Satz gilt nicht fiir universelle Formeln!)
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Logisches Programmieren und Prolog

Horn-Logik (Forts.)

Beispiel 5.26
P iiber Signatur 0,succ (Fkt. Symbole), add ( 3 St. Pr.-Konstante)

P: add(X,0,X).

add(X,succ(Y),succ(2)) : —add(X, Y, Z).
< Offenbar ist

M, = {add(succ”(0), succ™(0), succ™™(0)) n,m € N}
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Logisches Programmieren und Prolog

Wie werden existentielle Anfragen beanwortet?

» (Frage 1) ? —add(succ3(0), succ®(0), Z)
JA mit Z = succ!t(0)

» (Frage 2) ? —add(X,succ®(0), 2)
?

(P | 3X3Z add(X, succ?(0), 2))
JA mit X =0,Z = succ?(0) - )
mit X = succ(0),Z = Succg(o) N }Z = succ®(X)

ist allgemeinste Losung.

Prof. Dr. Madlener: Logik

DA

284



Algorithmen der Pradikatenlogik
00000000000 OOOOOO0O00O0OOOOO0O00O0000000OOOO0OO00O00O000000000e0000000000000

Logisches Programmieren und Prolog

Wie werden existentielle Anfragen beanwortet? (Forts.)

» (Frage 3) ? —add(succ3(0), Y, Z)
?
(P = 3Y3Z add(succ3(0), Y, Z))

JA mit Y =0,Z = succ3(0)
mit Y = succ(0), Z = succ*(0)
mit Y = succ?(0), Z = succ®(0)...

o Z =succ3(Y) ist jedoch keine allgemeinste Losung:

» Da VY add(succ(0), Y,succ®(Y)) nicht logische Folgerung
von P ist (Ubung!)

(Sie ist jedoch in M, giiltig!! Induktives Theorem)
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Logisches Programmieren und Prolog

Wie werden existentielle Anfragen beanwortet? (Forts.)

> (Frage 4) ? —add(X, Y,succ3(0))
?
(P = 3X3Yadd(X, Y,succ3(0))

X=0 Y =succ3(0)
succ(0)  succ?(0)
succ?(0) succ(0)
succ3(0) 0

L6ésungssubstitutionen:

u]
]
I
ul
iht

A
I
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Logisches Programmieren und Prolog

Losungssubstitutionen

Sei G =7 —By,..., By, ein goal, P logisches Programm, o
Substitution, o|g Einschrankung von o auf die Variablen, die in G
vorkommen.

o={X1 < t1,..., X, < ty} ist eine korrekte
Losungssubstitution fir PU{G} gdw Xi,..., X, kommen in G
vorund P =Y ((Bi A+ A Bp)o).

(Beachte: nicht dquivalent zu M, =V ((By A - -+ A By)o) nur, falls
variablenfrei).

? Wie operationalisiert man die Bestimmung von korrekten
Losungssubstitutionen 7 ~~ Operationale Semantik
Varianten der Resolution.
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Logisches Programmieren und Prolog

SLD-Resolution —
(selective linear Resolution for definitive clauses)

» Sei G goal 7 —Ay,...,Apnund C=A:— By,...,Bq eine
Programmformel (g = 0 erlaubt). Seien weiterhin G und C
variablendisjunkt und sei 1z ein MGU von Ay und A.

(Die Klauseln konnen resolviert werden).
Das goal

> G'=7— A, .. Aol Bip, oo By Akt - o Agpu st
eine SLD-Resolvente von G und C iiber p.

G C

SLD als Regel
‘ P-Klausel, goal ~ goal’
G/
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Logisches Programmieren und Prolog

SLD-Resolution: SLD-Ableitungen

» SLD-Ableitungen, wie iiblich definieren:
SLD-Ableitungen sind Ableitung der Form

Go, Gi,. .., Gp, ... Programmformeln Gy, C1,...,C,,...

Substitutionen pg, pt1,- - -, ftn, ..., SO dass
Gp+1 SLD-Resolvente von G, und C, iiber u,

(Hierbei kommen die Variablen in C,41 nicht in
Go, G1,...,Gn, Co, ..., Coy oy - - - 5 b VO).
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Logisches Programmieren und Prolog

Losungssubstitution

Definition 5.27 (Losungssubstitution)
Sei P logisches Programm, G goal.

Eine SLD-Widerlegung von P U {G} ist eine endliche
SLD-Ableitung, bis zum Ziel G, aus G, wobei G, leer ist.

Co, - .., Ch—1 sind Varianten (Umbenennungen) von
Programmformeln aus P.

= (pop1 - pn—1)|c ist die berechnete Losungssubstitution.
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Logisches Programmieren und Prolog

Bemerkung und Beispiel

Bemerkung 5.28

» Korrektheit und Vollstindigkeit lassen sich beweisen!
Siehe etwa Leitsch: Resolutionskalkiile

Beispiel 5.29

Klauseln
a:— b,c. {a,b,c}
a:—d. {a,d}
b:—d,e. {b,d,&}
b:—f. {b,F}
c. {c}
c:—d,f. {c,d,f}
d. {d}
f. {f}
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Logisches Programmieren und Prolog

Beispiel: Goal 7 - a

{b, ¢}
{d,e,c}
{e,c}
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Logisches Programmieren und Prolog

Operationale Semantik von PROLOG

» Prolog: Logik + Kontrolle
o Fixiere Reihenfolge der SLD-Schritte

» Ordne Programmformeln (Liste)

» Goals als Listen - erstes Literal
Bilde stets Resolventen mit Kopf der ersten Programmformel
mit erstem Literal des Goals, normale SLD-Resolution.

» Probleme: Laufzeiten sind abhingig von den Reihenfolgen!
Oft hilft ein Umordnen der Literale im Goal oder in den
Programmklauseln.
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Beispiele

» P sei gegeben durch:

2 p(X,X).
3 q(a,b).
G =?—p(X,b)

SLD(P, G) Baum aller N-SLD Resolventen
?7-p(x,b)

[z1]a, 21[0] [z1]b, 2[b]

?-q(z,91),p(y1,b) Erfolg

[z]a, y1[8]

[z2[b, z2|b]

7.
7-q(b, y2), p(y2,b) Failure Erfolg
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Beispiele (Forts.)

» Umordnung der Literale in Programmformeln

— Depth First ~~ kein Ergebnis.

~> Umordnung des SLD-Baums

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Beispiel 5.30 (Listen iiber X)
Gegeben Signatur X definiere Listen iiber X:
» 2-stellige Funktion Infix-Notation [|] : L(X)? — L(X)
» Konstante [ ] bezeichne die leere Liste.
» Rekursive Definition:
» [ ] ist Liste iiber X
» [F|Rest] ist Liste iiber X, falls F X-Term oder Liste iiber &

» Rest Liste iiber

F Rest

o [F1, Fo, ..., Fy|Rest] ;== [F1|[Fz2] - - |[Fn|Rest] - -]]
° [Fl,...,F,,] = [Fl,...,F,,|[ ]]

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Beispiel: Listen iiber & (Forts.)
» Operationen auf Listen
e append([ ], M, M).
e append([X]|L], M, [X|N]) : — append(L, M, N).
? —append([a, b], [a, Y], Z)
Ergibt: .Z — [a, b, 3, Y]
< Weitere Operationen
element (X, [X|L]).
element(X, [Y|L]) : — unequal(Y, X), element(X, L).
mirror([ 1. ).
mirror([X|L], M) : — mirror(L, N),append(N, [X], M).
delete([ ], X[ ).
delete([X|L], X, M) : — delete(L, X, M)
delete([Y]|L], X,[Y|M]) : — unequal(Y, X), delete(L, X, M).
deletel([X]|L], X, L).
deletel([Y|L], X,[Y|M]) : — unequal(Y, X), deletel(L, X, M).
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Schlussaufgabe:

Formalisiere und beweise folgenden Satz:

If the professor is happy if all his students like logic, then he
is happy if he has no students.

[m] = =
;
Prof. Dr. Madlener: Logik
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