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Syntax

Grundlagen der Aussagenlogik

Semantik

Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik
Natiirliche Kalkiile

Algorithmischer Aufbau der Aussagenlogik
Semantische Tableaux
Normalformen

Davis-Putnam-Algorithmen
Resolutions-Verfahren
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Grundlagen der Pradikatenlogik
Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen
Semantik der P-Logik 2-Stufe — Interpretationen, Belegungen, Bewert
Transformationen von Termen und Formeln

Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit
Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe
Theorien erster Stufe

Algorithmen der Pradikatenlogik
Aufzidhlungsverfahren fiir PL-1
Resolventenmethode — (Allg. Resolutionsverfahren)
Logisches Programmieren und Prolog
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Einleitung

Methoden zur Losung von Problemen mit Hilfe von
Rechnern Formalisierung (= Festlegung)

» Logik:: , Lehre vom folgenrichtigen SchlieBen* bzw. , Lehre
von formalen Beziehungen zwischen Denkinhalten*

Zentrale Fragen: \Wahrheit und Beweisbarkeit von Aussagen ~
Mathematische Logik.

» Logik in der Informatik:

» Aussagenlogik: Boolsche Algebra. Logische Schaltkreise
(Kontrollsystemen), Schaltungen, Optimierung.

» Priadikatenlogik: Spezifikation und Verifikation von
Softwaresystemen.

» Modal- und Temporallogik: Spezifikation und Verifikation
reaktiver Systeme.
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Logik in der Informatik

1. Semantik von Programmiersprachen (Hoarscher Kalkiil).
2. Spezifikation von funktionalen Eigenschaften.

3. Verifikationsprozess bei der SW-Entwicklung.
Beweise von Programmeigenschaften.

4. Spezielle Programmiersprachen (z.B. PROLOG)

» Automatisierung des logischen SchlieBens

1. Automatisches Beweisen (Verfahren,...)
2. Grundlagen von Informationsystemen (Verarbeitung von
Wissen, Reasoning,...)
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Voraussetzungen

1. Mathematische Grundlagen. Mengen, Relationen,
Funktionen. Ubliche Formalisierungen: , Mathematische
Beweise"”, Mathematische Sprache, d.h. Gebrauch und
Bedeutung der iiblichen Operatoren der naiven Logik. Also
Bedeutung von nicht, und, oder, impliziert, aquivalent, es
gibt, fiir alle.

2. Grundlagen zur Beschreibung formaler Sprachen.
Grammatiken oder allgemeiner Kalkiile (Objektmenge und
Regeln zur Erzeugung neuer Objekte aus bereits konstruierter
Objekte), Erzeugung von Mengen, Relationen und Funktionen,
Hiillenoperatoren (Abschluss von Mengen bzgl. Relationen).

3. Vorstellung von Berechenbarkeit, d.h. entscheidbare und
rek.aufzahlbare Mengen, Existenz nicht entscheidbarer
Mengen und nicht berechenbarer Funktionen.
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Berechnungsmodelle /Programmiersprachen

Algorithmische Unldsbarkeit?

prinzipielle Losbarkeit

a Problem
| Spezifikation
effiziente Losbarkeit

i

algorithmischer Entwurf

(Formalisiert)
1
P: Programm in einer HPS
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Syntaktische und semantische Verifikation von P.

» Syntaxanalyse

Sprachen Chomski-Hierarchie
Kontext freie Sprachen

Grammatiken /Erzeugungsprozess

» Programmuverifikation
Tut P auch was erwartet wird.

Gilt P ~~ Problem Spezifikation
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Typische Ausdriicke

» (x+1)(y —2)/5 Terme als Bezeichner von Objekten.

»3+2=5 Gleichungen als spezielle Formeln.

» 29 ist (k)eine Primzahl Aussagen.

» ,3+2 =5 und 29 ist keine Primzahl “ Aussage.

» ,wenn 29 keine Primzahl ist, dannist 0 =1 “  Aussage.

» ,jede gerade Zahl, die groBer als 2 ist, ist die Summe zweier
Primzahlen “  Aussage.

» 2 < x und (Vy € N)
(2<yundy+1<x)—nicht(dz € N)y x z = x)
Aussage.
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Typische Ausdriicke (Fort.)

» (VXCN)0e XA (VxeN)(xeX —-x+1€X)— X=N)
Induktionsprinzip.

» (VX C N)(X # 0 — X hat ein kleinstes Element)
Jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen enthalt ein
minimales Element.
Zweiwertige Logik Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.
» Es gibt auch andere Méglichkeiten (Mehrwertige Logik).

» Pradikatenlogik erster Stufe (PL1): Nur Eigenschaften von
Elementen und Quantifizierung von Elementvariablen erlaubt.
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Kapitel |

Grundlagen der Aussagenlogik
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Aussagenlogik

» Aussagen ~~ Bedeutung wahr(1), falsch (0)

» Aufbau von Aussagen ~~ Syntax.

» Bedeutung von Aussagen ~~ Semantik.
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Grundlagen der Aussagenlogik
@®0000000000000000000000000000O000O0000000000000000000000000000

Syntax

Syntax

Definition 1.1 (Syntax)
Die Sprache der Aussagenlogik
Sei ¥ = VU OU K Alphabet mit V = {p1, p2, ...} abzdhlbare
Menge von Aussagevariablen, O = {—,A,V, —, <, ...} Menge
von Verkniipfungen mit Stelligkeiten (Junktoren, Operatoren)
und K = {(,)} Klammern Hilfssymbole.
Die Menge der Aussageformen (Formeln der Aussagenlogik)
F C X* wird induktiv definiert durch:

1. V C F Menge der atomaren Aussagen

2. ABeF so(-A),(AANB),(AVB),(A—B),(A—~ B)eF

3. F ist die kleinste Menge die V enthilt und 2. erfiillt
(Hdllenoperator)
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Bemerkung 1.2

» FEigenschaften von Elementen in F werden durch strukturelle
Induktion, d.h. durch Induktion liber den Aufbau der
Formeln, nachgewiesen.

» Beispiele fiir Eigenschaften sind:

1. Fiir A € F gilt: A ist atomar (ein p;) oder beginnt mit ,,(* und
endet mit ,,)".

2. Sei f(A,iy=t ,("— 1t ,)" in den ersten i Buchstaben von A,
dann gilt f(A,i) >0 firl <i<|A| und
f(A, i) =0 firi = |A].

» F kann als Erzeugnis einer Relation R C U* x U mit U = &*
oder eines Kalkiils dargestellt werden. Dabei wird F frei von
dieser Relation erzeugt, da fiir alle u,v € U* und A € F gilt:
uRA und vRA so u = v.

» F = L(G) fiir eine eindeutige kontextfreie Grammatik G.
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Grundlagen der Aussagenlogik
00®000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Syntax

Satz 1.3 (Eindeutigkeitssatz)
Jede A-Form A € F ist entweder atomar oder sie lasst sich
eindeutig darstellen als

A= (A1) oder A= (A1 % Ay) mit x € {\,V,—, <} wobei
A1, A € F.

Beweis: Induktion iiber Aufbau von F.

[m] = =
;
Prof. Dr. Madlener: Logik
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Syntax

Vereinbarungen

Schreibweisen, Abkiirzungen, Prioritaten.

> AuBere Klammern weglassen.

» A-Formen sind z.B.: p1, pio1,
p1 V pi2 als Abkiirzung fiir (p1 V p12),
(((pr = p2) A (=p2)) = (=p1)). PV (=p1)
» Zur besseren Lesbarkeit: Prioritaten: =, A, V, —, < d.h.
AN B — C steht fiir (AAB) — C)
AV B A C steht fir (AV (B A C))
—AV B A C steht fiir (-A) V(B A C))
AV BV C steht fiir ((AV B)V C) (Linksklammerung).

» Andere Moglichkeiten. , Prafix“- oder , Suffix"- Notation
Fiir (A x B) schreibe *AB und fiir (—A) schreibe = A

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Semantik

Definition 1.4 (Bewertung, Belegung)

Eine Bewertung der A-Formen ist eine Funktion
¢:F—{0,1} =B mit

L p(-A) = 1 - ¢(A)
2. p(AV B) = max(¢(A), ¢(B))
3. @(A N B) = min(p(A), ¢(B))

0 falls p(A)=1und p(B)=0
* SO(AHB):{l sonst( ) 7

)0 falls p(A) # ¢(B)
5 ¢lA=B) = {1 falls w(A) = o(B)

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Belegungen und Bewertungen (Fort.)

» Sprechweise: A ist ,falsch” unter ¢, falls ¢(A) =0

A ist ,,wahr" unter ¢ oder ¢ ,erfiillt" A, falls ¢(A) = 1.

» Darstellung von Bewertungen durch Wahrheitstafeln:

Al -A
‘1] 0

0| 1
A|B|AVB|AAB|A—-B|A<B
ofo] o 0 1 1

01| 1 0 1 0

1/0] 1 0 0 0

1|1 1 1 1 1

o = =
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Belegungen und Bewertungen (Fort.)

» Eine Belegung der A-Variablen V ist eine Funktion
PV —B.

» Offenbar induziert jede Bewertung eine Eindeutige Belegung
durch 9(p;) := ©(p;)-

Lemma 1.5

Jede Belegung 1 : V — B lasst sich auf genau eine Weise zu einer
Bewertung ¢ : F — B fortsetzen. Insbesondere wird jede
Bewertung durch die Werte auf V eindeutig festgelegt.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Grundlagen der Aussagenlogik
0O00@000000000000000000

Semantik

Bewertungen

Folgerung 1.6

Die Bewertung einer Aussageform A € F hangt nur von den
Werten der in ihr vorkommenden Aussagevariablen aus V' ab. Das
heiBt, will man p(A) berechnen, geniigt es, die Werte p(p) zu
kennen fiir alle Aussagevariablen p, die in A vorkommen.

> Beispiel: Sei ¢(p) = 1,¢(q) = 1,¢(r) = 0. Dann kann ¢(A)
iterativ berechnet werden:

A=~ (L~~~ ra)~)

1 1 0 1 1 0
N— N——’
0 1
0 0

Also gilt p(A) = 1.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Grundlagen der Aussagenlogik
000000000000 0000000000

Semantik

» Frage Welche Werte kann ¢(A) annehmen, wenn ¢ alle
Belegungen durchlauft. Ist etwa ¢(A) = 1 fiir alle Belegungen
©? Um das nachzupriifen, , geniigt” es, die endlich vielen
unterschiedlichen Belegungen der Variablen, die in A
vorkommen, zu iberpriifen. Kommen n Variablen in A vor, so
gibt es 2" verschiedene Belegungen.

A definiert eine Boolesche Funktion f4 : B" — B.

» Beispiel: Fiir die drei Variablen p, g und r aus A im obigen
Beispiel gibt es 8 Belegungen, die betrachtet werden miissen.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Grundlagen der Aussagenlogik
0O0000e0000000000000000

Semantik

Bewertungen
plalrlga—r|lprg|lp—=(g—r)|(prg—r]|A
0lo0lo0| 1 0 1 1 1
0olo|1 1 0 1 1 1
ol1l0| o0 0 1 1 1
0[1]1 1 0 1 1 1
1{of|o0]| 1 0 1 1 1
1|01 1 0 1 1 1
1|/1l0| o 1 0 0 1
1|11 1 1 1 1 1

A ist ,wahr" unabhingig von den Werten von p, g, r, d.h. fiir jede
Bewertung ¢. Weitere solche Formeln sind etwa:

(A— (B A)), (A— (B — C)) — ((A— B) — (A — C)) oder
((mA— =B) — (B — A)).
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Wichtige Begriffe

Definition 1.7
SeiAcF, ¥ CF.
1.(a) A heiBt Tautologie (allgemeingiiltig), falls ¢(A) =1 fiir

jede Bewertung ¢ gilt. (Schreibweise "= A")

(b) Aist erfiillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt, mit o(A) = 1.

(c) Aist widerspruchsvoll, falls p(A) = 0 fiir jede Bewertung ¢.

(d) Schreibe
e Taut = {A| A € F ist Tautologie}, die Menge der
Tautologien oder ,, Theoreme" der Aussagenlogik, bzw.
o Sat:={A| A€ F und A ist erfiillbar} die Menge der
erfiillbaren Formeln.

Prof. Dr. Madlener: Logik

25



Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Definition (Fort.)

2.(a) X ist erfiillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt mit ¢(A) =1
fir alle Ae X. ("p erfiillt X")

(b) Semantischer Folgerungsbegriff: A ist logische Folgerung
von X, falls ¢(A) = 1 fiir jede Bewertung ¢, die X erfiillt.

Man schreibt "> = A".
Ist ¥ = {Aq,..., A}, ist die Kurzschreibweise
“A,..., A, = A" blich.

(c) Die Menge Folg(X) der Folgerungen aus X ist definiert durch:

Folg(X) :={A| A€ Fund X = A}.

u]
]
I
ul
iht
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