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Vorwort

Dieses Skript entstand aus dem “alten” Vorlesungsskript “Einfithrung in die Logik und
Korrektheit von Programmen”, das sich iiber viele Jahre bewihrte. Es umfasst nur den
Teil tiber Logik — die Kapitel iiber Programmverifikation wurden weggelassen. Hauptziel
ist es die Vorteile einer Formalisierung der Logik deutlich zu machen. Der Ubergang von
der Umgangssprache zu einer formalisierten Sprache, welcher erfahrungsgeméfl gewisse
Schwierigkeiten bereitet, wird besprochen und eingeiibt.

Die Auswahl des Stoffes fiir eine solche Vorlesung bereitet immer Probleme, denn das
Gebiet der Logik ist so umfangreich, dass hier nur die wichtigsten Ergebnisse vorgestellt
werden konnen.

Die Aussagenlogik dient der Einfiihrung der Haupttechniken der Logik. Die Formali-
sierung von Aussagen und die Einfiihrung des semantisch begriindeten Folgerungsbe-
griffes sind Vorbilder fiir die Vorgehensweise in anderen Logiken. Eine der wesentlichen
Eigenschaften der Logik, dass man némlich den Folgerungsbegriff durch nachweislich
dquivalente formale Ableitungssysteme ersetzen kann, wird ausfiihrlich diskutiert. Der
Kompaktheitssatz fiir die Aussagenlogik dient ebenfalls als Vorbild fiir den entsprechen-
den Satz der Pradikatenlogik.

Ein wesentlicher Teil der Vorlesung, nimlich die Ubungen, sind in diesem Skript nicht
enthalten. Es sei darauf hingewiesen, dass das Skript ausgezeichnete Literatur auf diesem
Gebiet nicht ersetzen kann, sondern eher die Stoffauswahl der Vorlesung umreifit und
Anregung zu weiterem Studium geben soll.
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1 Aussagenlogik

1.1 Die Sprache der Aussagenlogik

Als Einleitung und zur Einfiihrung in die Methoden der Logik geht es in diesem Kapitel
um die Grundlagen der Aussagenlogik. Im Mittelpunkt steht die Frage nach der Bedeu-
tung einer Aussage: Wann ist eine Aussage wahr und wann ist sie falsch? Dariiber hinaus
beschiftigt sich die Aussagenlogik mit dem Zusammensetzen mehrerer Aussagen zu neu-
en, komplexeren Aussagen und den Zusammenh#ngen von Aussagen untereinander. Um
die Bedeutung einer Aussage zu bestimmen, miissen zunichst die Begriffe “wahr” und
“falsch” gekléirt werden. Dazu ist eine Formalisierung des Wahrheitsbegriffes notig.

1.1 Definition (Sprache der Aussagenlogik). Sei ¥ = V U O U K ein Alphabet, wobei
V = {p1,p2,...} eine abzdhlbare Menge von Aussagevariablen ist, O = {A\,V,—,—,...}
eine Menge von Verkniipfungen (Junktoren) bezeichnet und K = {(,)} die Klammern
beinhaltet. Die Menge der Aussageformen F C ¥* (auch Formeln der Aussagenlogik
genannt) wird induktiv definiert durch

1. V C F, die Menge der atomaren Aussagen,
2. falls A,B € F, dann (—A),(AAB),(AV B),(A — B) € F und

3. F ist die kleinste Menge von Elementen aus X*, die V' enthélt und 2. erfiillt.

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden duflere Klammern gelegentlich weggelassen.

1.2 Bemerkung. Eigenschaften von F' werden mit Hilfe der “strukturellen Induktion”,
das heiflt einer Induktion iiber den Aufbau von F' bewiesen. Beispiele fiir Eigenschaften
von F sind:

1. Fiir A € F gilt: A ist atomar oder beginnt mit “(” und endet mit “)”.

2. Sei f(A,1) die Anzahl der “(” minus der Anzahl der “)” in den ersten ¢ Buchstaben
von A € F. Dann gilt f(A,7) > 0 fiir 1 <4 < |A| und f(A4,7) =0 fiir i = |A].

Ist U = ¥*, so kann F' auch als Erzeugnis einer Relation R C U* x U angegeben werden
( F wird frei von einer solchen Relation erzeugt, d.h. fiir alle u,v € F* und A € F gilt:
Aus uRA und vRA folgt u = v).

Man kann zeigen, dass es eine eindeutige kontextfreie Grammatik gibt, die F' erzeugt. F
ist entscheidbar.

1.3 Satz (Eindeutigkeitssatz). Jede Aussageform A € F ist entweder atomar oder sie
ldsst sich eindeutig darstellen als A = (= A1) oder A = (41 x A2) mit x € {V,A,—} und
A, Ay e L.



Beweis. Induktion iiber den Aufbau von F.
Ind. Anf.: Sei A € V, d.h. A ist atomar. /

Ind. Schritt : Zu zeigen ist, dass man zu einer gegebenen Darstellung von A € F\V keine
weitere Darstellung von A finden kann, die mit dieser nicht iibereinstimmt.

1. Fall:
a)

b)

A= (—|B),B eF.

Ist A = (=C) mit C € F eine weitere Darstellung von A, dann ist die Dar-
stellung von C' nach Induktionsvoraussetzung gleich der Darstellung von B.

Gibe es eine andere Darstellung fiir A, miifite sie von der Gestalt (D % E)
sein, mit D, E € F und x € {A,V,—}. Das zweite Zeichen “=” von A miifite
dann auch erstes Zeichen von D sein. Das widerspricht aber der Definition
von F, wonach D entweder eine Aussagevariable ist oder eine Formel, die mit
“(” beginnt (s. 1.2). Diese Darstellung von A ist also eindeutig,.

A= (B*xC)mit B,C € F,x € {A\,V,—}.
Eine andere Darstellung von A der Gestalt (—D), D € F, fiihrt analog Fall

1.(b) zu einem Widerspruch zur Definition der Formeln.

Sei A = (D %1 E) eine andere Darstellung fiir A mit D, E € F und % €
{A,V,—}. Falls |D| = |B| ist, muss %; = % sein und nach Induktionsvoraus-
setzung dann auch D = B und E = C gelten. Fiir den Fall |D| # |B| sei
0.B.d.A. |B| > |D]|, so dass folgende Situation entsteht:

A = ( B * C )
A = ( D *1 E )
T

Betrachte die Anzahl der nicht geschlossenen, 6ffnenden Klammern f(A, 1+
|D|) in Formel A an der markierten Stelle (f aus 1.2). Es gilt offensichtlich
f(A,1+|D|) = f(D,|D|) +1=1. Da D Préfix von B ist und f(B,|D|) > 1,
muss auflerdem gelten 1 = f(A,14|D|) = 1+ f(B,|D|) > 2, was die Annahme
einer zweiten Darstellung von A widerlegt.

1.2 Die Semantik der Aussagenlogik

1.4 Definition. Eine Bewertung der Aussageformen ist eine Funktion ¢ : FF — B :=

{0,1} mit

Lop(=4) =1 - p(A),

2. (A V B) = max{p(A), p(B)},



3. (AN B)=min{p(A), p(B)} und

0, falls p(A) =1 und ¢(B) =0,

4 o{d—B)= { 1, sonst.

Man sagt “A ist ‘falsch’ unter ¢”, falls p(A) = 0 und “ ‘wahr’ unter ¢”, falls p(A) = 1.

Eine mogliche Darstellung fiir eine Bewertung sind die sogenannten “Wahrheitstafeln”:

©(A) | ¢(B) | ¢(AVB) | (AAB) | (A — B)

©(A) | p(=4) 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 1

1 ‘ 0 1 0 1 0 0

1 1 1 1 1

Fine Belegung der aussagenlogischen Variablen V ist eine Funktion ¢g : V' — B. Jede
Bewertung auf F' induziert eine Belegung von V. Umgekehrt gilt:

1.5 Lemma. Jede Belegung ¢o : V — B lésst sich auf genau eine Weise zu einer
Bewertung ¢ : F' — B fortsetzen.

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 1.3 und Definition 1.4.

1.6 Folgerung. Jede Bewertung ¢ : ' — B wird eindeutig durch die Werte von ¢ auf
V festgelegt. Die Bewertung einer Aussageform A € F' hingt nur von den Werten der
in ihr vorkommenden Aussagevariablen aus V' ab. Das heift, will man ¢(A) berechnen,
geniigt es, die Werte ¢(p) zu kennen fiir alle Aussagevariablen p, die in A vorkommen.

Beispiel:
Sei p(p) = 1,¢(q) = 1,p(r) = 0. Dann kann ¢(A) iterativ berechnet werden:

~— ~— ~~ —~— O~ ~~
1 1 0 1 1 0
0 1
0 0

Also gilt p(A) = 1.

Es stellt sich die Frage, welche Werte ¢(A) annehmen kann, wenn ¢ alle Belegungen
durchléuft. Ist etwa p(A) = 1 fiir alle Belegungen ¢? Um das nachzupriifen, geniigt es,
die endlich vielen unterschiedlichen Belegungen der Variablen, die in A vorkommen, zu
iiberpriifen. Kommen n Variablen in A vor, so gibt es 2" verschiedene Belegungen:

Beispiel: Fiir die drei Variablen p, ¢ und r aus A im obigen Beispiel gibt es 8 Belegungen,
die betrachtet werden miissen:



o) | ¢la@) | p(r) | wla—r1) | p@Ag) | olp—(@g—1) | e((pAg) =) | p(A)
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Man sieht, dass ¢(A) = 1 fiir jede Bewertung ¢ : ' — B gilt. Die Beobachtung, dass
es Aussageformen gibt, die “wahr” sind, unabhingig davon wie ihre Variablen belegt
werden, legt die folgende Definition nahe.

1.7 Definition. Sei A€ F, ¥ C F.

1.

a) A heiBt Tautologie, falls p(A) = 1 fiir jede Bewertung ¢ gilt. (Schreibweise

A7)

b) A ist allgemeingiiltig, falls A Tautologie ist.

c) A ist erfillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt, mit p(A) = 1.

d) A ist widerspruchsvoll, falls ¢(A) = 0 fiir jede Bewertung .

a) X ist erfillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt mit ¢(A) = 1 fiir alle A € X.

(“p erfillt 37)

b) Semantischer Folgerungsbegriff: A ist logische Folgerung von X, falls p(A) =
1 fiir jede Bewertung ¢, die ¥ erfiillt. Man schreibt “¥ | A”. Ist ¥ =
{41,..., A}, ist die Kurzschreibweise “Ay,..., A, | A” iiblich.

c) Die Menge Folg(X) der Folgerungen aus ¥ ist definiert durch:

Folg(¥) :={A| A€ Fund ¥ = A}

1.8 Bemerkungen und Beispiele.

1. (pV(—p)), ((p — q)V(g — 7)) und A aus Folgerung 1.6 sind Tautologien. (pA(—p))

2.

ist widerspruchsvoll. (p A q) ist erfiillbar jedoch keine Tautologie. Die Mengen

Taut :={A| A€ Fund | A}

und

Sat :={A| A€ F und A ist erfiillbar}

sind entscheidbar.

a) Ist ¥ =0, dann gilt ¥ = A genau dann, wenn A Tautologie ist, d.h. Folg(0)) =
Taut .

b) Ist ¥ nicht erfiillbar, dann gilt ¥ = A fiir alle A € F, d.h. Folg(X) = F.



c) Sei ¥ = {p} und A =pVq. Dann gilt ¥ | A, denn falls p(p) = 1, dann auch
e(pV q) = 1. Jede Bewertung, die ¥ erfiillt, erfiillt also auch A.

d) Sei ¥ C ¥'. Ist X/ erfiillbar, dann ist auch ¥ erfiillbar.
e) Es gilt ¥ C Folg(X) und Folg(Folg(X)) = Folg(X).
f) Falls ¥ C ¥', dann gilt Folg(X) C Folg(X').

3. ¥ = A gilt genau dann, wenn ¥ U {—A} nicht erfiillbar ist. Ist ¥ endlich, dann ist
es entscheidbar, ob ¥ erfiillbar ist, und die Menge Folg(X) ist entscheidbar.

1.9 Lemma (Deduktionstheorem und Modus-Ponens-Regel).

a) Deduktionstheorem: X, A = B gilt genau dann, wenn ¥ = (A — B) gilt.
(2, A ist Kurzschreibweise fiir ¥ U {A})

b) Modus-Ponens-Regel: Es gilt {A, A — B} = B. Insbesondere ist B eine Tautologie,
falls A und (A — B) Tautologien sind.

Beweis. zu (a):

“—": Voraussetzung: X, A = B. Sei ¢ : ' — B eine Bewertung, die ¥ erfiillt. Ist
¢(A) = 0, dann ist p(A — B) = 1. Ist p(A) = 1, dann gilt nach Voraussetzung
¢(B) =1, also auch ¢(A — B) = 1.

“«<=": analog.

zu (b):

Ist ¢ eine Bewertung mit ¢(A) = (A — B) =1, dann ist ¢(B) = 1. |
Ubliche Notationen fiir Regeln der Form “Ay,..., A, = B” sind:

Ay
A, Ay A,

B und B

1.10 Satz (Kompaktheitssatz der Aussagenlogik). ¥ C F' ist erfiillbar genau dann,
wenn jede endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar ist. Insbesondere gilt ¥ = A genau dann,
wenn es eine endliche Teilmenge ¥y C ¥ gibt mit ¥ | A.

Beweis. ¥ heifit endlich erfiillbar (e.e.), wenn jede endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar
ist. Zu zeigen ist also: X ist endlich erfiillbar genau dann, wenn X erfiillbar ist.

“«<=": folgt unmittelbar aus der Bemerkung 1.8 2.(d).

“=":Sei I e.e. und sei A € F. Dann ist TU{A} oder 'U{—A} e.e. Denn angenommen
I' U {A} ist nicht e.e., dann gibt es eine endliche Teilmenge I'y C I', so dass I'o U {A}
nicht erfiillbar ist.

Sei I'y C I" U {=A} endlich. Dann ist I'y := (I'y UT'g)\{—A4} C I" endlich und also auch
erfiillbar. Es gibt somit eine Belegung ¢, die I's und damit auch I'y erfiillt. Dann ist aber



p(A) =0, d.h. p(=A) =1, und @ erfiillt 'y U {=A}. Damit erfiillt ¢ aber auch I'1, eine
beliebige endliche Teilmenge von I' U {—=A}, also ist I' U {=A} endlich erfiillbar.
Konstruiere eine maximale endlich erfiillbare Menge, die ¥ enthélt wie folgt: Sei {A,, |
n € N} eine Aufzéhlung der Aussageformen. Fiir n € N definiere A,, durch Ay := %
und

A _ A, U{Ap41} , falls Ay U{A,11} endl erfiillbar,
nl = A, U{—-A,11}, sonst.

Ay, ist e.e. fiir alle n > 0. Sei A = (J,,59 Ap. Dann gilt: (i) ¥ C A, (ii) A ist e.e. und (iii)
fiir jede Aussageform A gilt A € A oder =A € A, wegen der endlichen Erfiillbarkeit von
A jedoch nicht beides gleichzeitig. Definiere ¢ : V' — B durch

(p) = 1, fallspe A
PPI=9 0, falls —p € A.

@ ist eine wohldefinierte Belegung. Nach Lemma 1.5 ldsst sich ¢ eindeutig zu einer
Bewertung, die wir auch mit ¢ bezeichnen, fortsetzen. Durch Induktion iiber den Aufbau
von F' macht man sich schnell klar:

Fiir alle A € F gilt genau dann p(A) = 1, wenn A € A gilt. (Beispiel: Falls ¢(A — B) =
1, dann ist ¢(A) = 0 oder p(B) = 1, dh. =A € A oder B € A, also wurde (A — B)
in A aufgenommen. Ist andererseits ¢(A — B) = 0, dann ist ¢(A) = 1 und ¢(B) = 0,
d.h. A€ Aund -B € A, also -(A — B) € A und wegen der endlichen Erfiillbarkeit
von A ist (A — B) ¢ A.) Also gilt auch p(A’") =1 fiir alle A’ € X, also ist X erfiillbar. m

1.11 Beispiel. Sei ¥ C F. Gibt es zu jeder Bewertung ¢ ein A € ¥ mit p(A) = 1, so
gibt es Ay,..., 4, € X (n>0) mit E A V...V A,.

Betrachte die Menge ¥/ := {=A | A € ¥}. Nach Voraussetzung ist sie unerfiillbar. Also
gibt es eine endliche nichtleere Teilmenge {—A;,...,—A,} von ¥, die unerfiillbar ist.
Also gibt es fiir jede Bewertung ¢ ein i mit ¢(—=A;) = 0. Dann ist aber ¢(A;) = 1 und
daher auch ¢(A; V...V A4,) =1

1.12 Definition. A, B € F' heiflen logisch dquivalent mit der Schreibweise A ==|B,
falls fiir jede Bewertung ¢ gilt: p(A) = ¢(B). Insbesondere ist dann A = B und B = A.

Einige Beispiele fiir logisch dquivalente Formeln:
1. Af=(-4),
2. ANBE=BANAund AV B =BV A,
3. ANBANC)EH((AANB)ANCund AV (BVC) == (AVB)VC,

4. ANBVC)EHAANB)V(AANC) und
AV (BANC) E==H(AVB)A(AVO)

5. ~(AA B) ==(~A) V (~B) und ~(A V B) ==|(=A) A (~B)



6. A— BE=(=A)V B, AAB==~(A — (=B)) und AV B ==|(-A4) — B.

Man beachte, dass == reflexiv, transitiv und symmetrisch, d.h. eine Aquivalenzrelation
ist.

Nimmt man als zusatzlichen Junktor “~” hinzu mit

1, falls o(A) = (B
sD(AHB):{ 0 Sonst(p( S

sind offenbar

e (4o B),
. AR,
e A= Bund B |E A und
e Folg(A) = Folg(B)
dquivalent.

1.13 Folgerung. Zu jedem A € F gibt es B,C, D € F mit

1. A ==B, B enthélt nur — und — als log. Verkniipfungen
2. A ==C, C enthélt nur A und — als log. Verkniipfungen
3. A =D, D enthélt nur V und — als log. Verkniipfungen

1.14 Definition. Eine Menge OP C {—,V,A,—, <, ...} von Operatoren (Junktoren)
heifit wvollstindig, falls es zu jedem A € F' eine logisch dquivalente Aussageform B €
F(OP) gibt.

Vollstindige Operatormengen fiir die Aussagenlogik sind z.B.: {—,—}, {—,V}, {—,A},
{—,V,A} und {false, —}. Dabei ist false eine Konstante (nullstelliger Operator) mit
p(false) = 0 fiir jede Bewertung . Offenbar gilt

—A E==(A — false).

Jede Aussageform A(pi,...,py) stellt in natiirlicher Form eine Bool‘sche Funktion f4 :
B" — B dar, nimlich durch die Festlegung fa(b1,...,b,) = ¢z(A) mit einer Bewertung
@y mit pp(p;) = b; fiir 1 <7 < n.



1.3 Das deduktive System F,

Bisher wurde die Semantik einer Sprache der Aussagenlogik mit Hilfe einer Bewertungs-
funktion ¢ erklért, die jeder syntaktisch korrekten Formel einen Wahrheitswert zuordne-
te. Der néchste Abschnitt beschéftigt sich mit einem axiomatischen Aufbau der Aussa-
genlogik mittels eines “Deduktiven Systems”. Eine syntaktisch korrekte Formel in einem
Deduktiven System wird “Theorem” genannt, wenn sie durch rein mechanische Anwen-
dungen der Regeln des Systems auf die Axiome des Systems “abgeleitet” werden kann.
Man kann deduktive Systeme angeben, in denen aussagenlogische Formeln genau dann
Theoreme sind, wenn sie auch Tautologien sind.

1.15 Definition. Ein Deduktives System F = F(Ax, R) besteht aus
e cinem Alphabet A (hier A =V UK U{—,—}),
e ' C A* einer Menge von (wohldefinierten) Formeln (hier die Aussageformen),
e Ax C F), einer Menge von Axiomen und
e R, einer Menge von Regeln der Form AI—’A’—A”, n > 0.

Die Mengen F, Ax und R sind im allgemeinen rekursiv.
Die Menge T' = T'(F) der Theoreme ist definiert durch:

1. Ax € T (d.h. alle Axiome sind Theoreme)

2. Sind Aq,..., A, € T und ist die Regel Al—’A’—An in R, dann ist A € T.

3. T ist die kleinste Menge von Formeln, die 1. und 2. erfiillt.

Man schreibt fiir A € T'(F) auch Fx A oder einfach - A und sagt “A ist in F herleitbar”.
Sei ¥ C F, A € F, dann bedeutet X -z (4, g) A nichts anderes als bz (4,us ) A

1.16 Bemerkungen.

1. Eigenschaften der Elemente von 7" werden durch strukturelle Induktion bewiesen.
T wird von einer Relation R' C F* x F erzeugt. Eine Formel A ist ein Theorem
oder ist in F herleitbar, falls es eine endliche Folge von Formeln By, ..., B, gibt
mit A = B,, und fiir 0 < ¢ < n gilt: B; € Ax oder es gibt [ und 41,...,9 < i und

eine Regel Bi, e Bi ¢ R Die Folge By, ..., By, heifit auch Beweis fiir A in F.
(2

Das bedeutet - A gilt genau dann, wenn es einen Beweis By, ..., B, mit A = B,

gibt.

2. Die Menge T der Theoreme ist rekursiv aufzéhlbar (denn Ax und R sind rekursiv).
Die Menge der Beweise

Bew :={By* By x...* B, | By,..., B, ist Beweis}



ist rekursiv.
T={A|+ A} ={A | Es gibt Beweis By,..., B, mit B, = A}.

Beachte: Beweise sind im allgemeinen nicht eindeutig. Es wird im allgemeinen nicht
verlangt, dass T" von R frei erzeugt wird.

3. Im Zusammenhang mit Deduktiven Systemen liegt die Frage nach einer automa-
tischen Beweisfindung nahe: Ist T' rekursiv entscheidbar? Oder speziell: Gibt es
ein deduktives System Fy, so dass Fr, A genau dann gilt, wenn = A gilt? Hier-
zu werden Ax und R h#ufig endlich beschrieben durch Schemata. Beispielsweise
beschreibt das Axiom (A — (B — A)) die Menge {Ag| es gibt A, B € F mit

Ap=(A— (B — A))} und die Regel A’AT—}B beschreibt die Menge

{AO,A1

= ‘EsgibtA,BeFmitAOEA,BOEBundAleHB}.
0

1.17 Definition. Das Deduktive System Fy fiir die Aussagenlogik besteht aus der For-
melmenge Fy der Formeln in V, =, —, (und ). Die Axiomenmenge Ax wird durch folgende
Axiomenschemata beschrieben:

Axl: A— (B— A)
Ax2: (A—-(B—C))— ((A—=B)— (A—=C0C))
Ax3: (m4) — (-B)) = (B — A)

Dabei beschreiben Ax1, Ax2 und Ax3 disjunkte Formelmengen. Die Regelmenge R wird
beschrieben durch das Regelschema

AA— B

MP:
B

(modus ponens).

Beachte: Es geniigen Axiome fiir Formeln in — und —, da alle anderen Formeln zu einer
Formel in — und — logisch dquivalent sind ({—, —} ist vollstindig):

ANB = (A (-B)
AVB 4 (-A)— B
A~ B 5 (A—=B)AN(B— A)

Die Menge der Theoreme von Fy wird nicht frei erzeugt. Die Modus-Ponens-Regel ist

/ /
hochgradig nicht eindeutig. A, AB_> B und A ’ABH B sind beides Regeln mit gleicher
Folgerung. Das erschwert sehr das Finden von Beweisen.

Beispiel: Fiir jedes A € Fp gilt - (A — A).



Beweis.
Bi=(A—-(A—-A)—-A)—-(A—-(A—-A4)—-(4A—A) Ax2

Bi=A— (A— A) — A) Ax1

By = (A — (A — A)) — (A — A) MP(BQ,Bl) |
Bs=A— (A— A) Ax1

B4 =A—- A MP(BQ, B3)

1.18 Definition (Axiomatischer Folgerungsbegriff). Sei ¥ C Fy, A € F.

1. Aist aus X in Fy herleitbar, wenn A sich aus AxUY mit den Regeln aus R herleiten
ldsst, d.h. A ist Theorem im Deduktiven System F mit Axiomenmenge AxUY. und
gleicher Regelmenge wie Fy. Schreibweise ¥ Fx, A oder einfach ¥ - A.

By, ..., B, ist ein Beweis fir ¥ F A, falls A = B, und fiir alle 0 < i < n gilt:
B; € AxUX oder es gibt j,k < i mit By = B; — B;.
2. ¥ heiit konsistent, falls fiir keine Formel A € Fy gilt X F A und X F —A.

1.19 Folgerungen und Bemerkungen.

1. Gilt ¥ + A, so folgt unmittelbar aus der Definition 1.18, dass es eine endliche
Teilmenge g C X gibt mit X9 - A. Das entspricht dem Kompaktheitssatz fiir

77’;“

2. Ist ¥ inkonsistent, dann gibt es eine endliche Teilmenge ¥y C ¥, die inkonsistent
ist (denn ist ¥ C T" und ¥+ A, dann gilt auch T' - A).

3. Aus X F Aund I' F B fiir alle B € ¥ folgt I' - A. Gilt I' - 3 (d.h. T' - A fiir alle
AeX¥)und £+ A, dann gilt I' = A. Beweise lassen sich also zusammensetzen.

1.20 Satz (Deduktionstheorem). Sei ¥ C Fj und seien A, B € Fy.
Es gilt genau dann ¥, A+ B, wenn X - (A — B) gilt.

Beweis.

“«=": klar wegen Modus Ponens.

“—": Sei By,...,B; ein Beweis fiir ¥, A F B, also B,, = B. Fir i = 0,...,m gilt
YH(A— Bj). (%).

Aus () folgt die Behauptung.

Beweis von (%) :

1. B; = A : Nach dem Beispiel zur Definition 1.17 gilt dann - A — B; und somit
aber auch X+ A — B;.

2. B; € AxUX : dann gilt ¥ - (A — B;) wegen der Beweissequenz:

B Axiom (B; € Ax) oder Hypothese (B; € X))
B; — (A — B;) Axiom
A— B; MP
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3. B; entsteht aus Bj, By mit MP, d.h. By, = B; — B; mit j,k <i,und ¥+ A — B;
und ¥ - A — (Bj — B;) sind bereits bekannt, dann ist ein Beweis fiir ¥ - A — B; :
(A— (Bj — B;)) — (A— Bj) — (A — B;)) Ax2

(Beweis fiir ¥ - A — (B; — B;))

(A — By) — (A — By) MP
(Beweis fiir ¥ - A — Bj)
A— B; MP

1.21 Beispiele. By, ..., B, heifit abgekiirzter Beweis fiir ¥ F B, falls fiir jedes j mit
1 <j <ngilt: ¥ F Bj oder es gibt j1,...,7, < j mit B;,,...,B;  Bj. Gibt es einen
abgekiirzten Beweis fiir X F A, dann gibt es auch einen Beweis fiir ¥ - A.

1. F (A — A) folgt aus dem Deduktionstheorem, da A F A gilt.
2. Um A— B,B— CF A — C zu zeigen, zeige A,A— B,B—CFC.

3. —AFA
Beweis:

By =--4 Hypothese
BQ = -4 (—|—|—|—|A — —|—|A) Ax1

Bg =114 - A MP(Bl, BQ)
By= (A — -A)— (-4 — -—-A) Ax3

B5 =-A4A—-——-A MP(Bg, B4)
BG = (—|A — —|—|—|A) — (—|—|A — A) Ax3

B7 =-—A—- A MP(B5, B6)
Bg =A MP(Bl, B7)

4. F(A—=-B)—((B—=0C)— (A—=0))
(zeige: A— B,B—-CFA—C(C)

5. FB— ((B— A) — A)
6. F =B — (B — A) (zu zeigen: -B,BF A)

Beweis

B =-B Hypothese
BQEﬁB—>(—|A—>—\B) Ax1

Bg =-A— -B MP(Bl, Bg)
B4 = (—\A — —\B) — (B — A) Ax3

B5 =B—- A MP(Bg, B4)
Bs=B Hypothese
B7 =A MP(BG, B5)

7. l_ B — —|_|B

8. F(A—B)— (-B——-A)und - (-B — -A4) — (A — B)

11



9. FB— (-C ——=(B—C0(0))
10. F(B—A) — ((wB—A) — A)
11. H (A— B) — ((A — =B) — —A)
1.22 Satz (Korrektheit und Vollsténdigkeit von Fy). Sei A € Fy eine Formel der Aus-

sagenlogik.

a) Korrektheit: Aus £, A folgt = A, d.h. nur Tautologien kénnen als Theoreme in Fy
hergeleitet werden.

b) Vollstindigkeit: Aus = A folgt -, A, d.h. alle Tautologien lassen sich in Fy herlei-
ten.

Beweis.

Korrektheit: Alle Axiome (Schemata) sind Tautologien. Sind A und A — B Tautologi-
en, so ist auch B eine Tautologie, d.h. Tautologien sind abgeschlossen gegeniiber
Modus-Ponens-Regel (s. Lemma 1.9).

Vollstindigkeit: Zeige: Gilt = A dann ist A in Fy herleitbar, d.h. - A.

Lemma: Sei A = A(p1,...,pn) € Fo, n >0, wobei py, ..., p, die in A vorkommen-
den Aussagevariablen sind. Sei ¢ eine Bewertung. Ist

A, falls p(A) =1

1
0 —A, falls p(A) =0

p._ ) pi falls o(p;) =
| e, falls o(pr)

und A= {

(1 <i<mn),dann gilt Py,..., P, - A'.
Angenommen das Lemma gilt und sei = A, d.h. ¢(A) = 1 fiir alle Bewertungen .

Sei ¢ eine Bewertung mit ¢(p,) = 1. Es gilt Pi,..., P, = A und wegen P, = p,
gilt Pp,..., P,_1,p, b A. Betrachtet man eine Bewertung ¢’ mit ¢/(p,) = 0, erhilt
man Py,...,P,_1,—p, F A.

Durch Anwenden des Deduktionstheorems entstehen daraus
Py,...,P, 1 Fpy,—Aund Py,...,P,_1 F (—p,) — A.
Gleichzeitig gilt nach dem 10. Beispiel von 1.21 auch
Piooi Pat b ((n = 4) = ((pn — A) — A)).
Durch zweimaliges Anwenden des Modus-Ponens entsteht
P,...,P,1F A

Das kann man fiir jedes ¢ machen, d.h. in der Herleitung von A wird kein p;
verwendet, also - A.

Beweis des Lemma. Induktion iiber den Aufbau der Formel A:
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A=p e V: p(A) = ¢(p1) und folglich p; - A" wegen A’ = A.

A =-C: Ist (A) = 1, dann ist ¢(C') = 0 und C’ = —C. Nach Induktionsvoraussetzung

gilt Pp,..., P+ C' mit C' =-C = A.
Ist p(A) = 0, dann ist (C) =1, ¢’ = C und A’ = -A = —-—C. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt P,..., P, = C’ und nach dem 7. Beispiel von
1.21 gilt Py,..., P, F (C — —=—=C). Durch Anwenden der Modus-Ponens Regel
erhilt man P,..., P, F -—=C.

A=B — C: Ist p(A) = 0, dann ist p(B) = 1 und ¢(C) = 0. Ferner gilt dann

A'=-A=-(B— C), B =B und C' = =C. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt Py,...,P,+ B und Py,...,P, + C'. Zusammen mit Py,...,P, - B —
(=C — (B — C)) von 9. Beispiel in 1.21 und zweimaligem Anwenden des
MP folgt Py,..., P, F A’.
Ist p(A) = 1 dann ist ¢(C) = 1 oder p(B) = 0. Ferner gilt dann A’ = B — C.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt Py,..., P, - C oder Py,..., P, F =B. Gilt
Pi,...,P,,BF C, folgt nach Deduktionstheorem auch Py,..., P, - B — C.
Ist andererseits Pj,...,P,,~C F =B und somit P,...,P, F (-C — —B).
Nach dem 8. Beispiel von 1.21 gilt dann Py,..., P, - B — C.

1.23 Folgerung. Sei X C Fy, A € Fy.

1. ¥ Fx, A gilt genau dann, wenn ¥ = A gilt.

2. ¥ ist genau dann konsistent, wenn X erfiillbar ist.

Beweis.
1.
SHA £2 Esgibt Ay,..., A, €S mit Ay,..., Ay b A
RIL B gibt Ar,..., A, € S mit b (A — (A3 — ... (A, — A)...)
L2 Esgibt Ay,..., A, €S mit = (4 — (A — ... (An — A)...)
RL Bsgibt Ay,... Ay € S mit Ay,..., Ay = A
LSO

2. 3 ist konsistent. <=
Es gibt kein A mit ¥+ A und X F -4, <<=
Es gibt kein A mit ¥ = A und ¥ F -4, <—
Y. ist erfiillbar.
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1.4 Das Gentzen-Sequenzenkalkiil

Es gibt andere deduktive Systeme, fiir die Satz 1.22 gilt. Das deduktive System Fy wurde
von S.C. Kleene eingefiihrt. Das folgende deduktive System geht auf G. Gentzen zuriick.

1.24 Definition. Das Gentzen-Sequenzenkalkiil: Eine Sequenz ist eine Zeichenreihe der
Form I' = A mit zwei endlichen Mengen von Formeln I" und A. Seien I'; A C F endliche
Mengen von Formeln und A, B € F.

I' ¢ A wird definiert durch:

die Axiome Axl: A= A A
Ax2: T A A= A
Ax3: I'= A -A A

. . NAB=A
dle Regeln R]. m
Ry: L =ABA
"TI'= (AVB),A
R3: I'NA=AB
"I'= (A— B),A
A=A
R4a: I=-4A
. I=AA
Rab: ~—7 A
RS5: I'=AA; T=BA
’ I'= (AAB),A
R6: NA=A; T'"B=A
’ I''(AVvB)=A

I'=AA; T'B=A

RT: — A B=A

I' F¢ A bedeutet, dass es ein » € N und eine Folge von Sequenzen
= A,...,T. = A,
gibt, fiir die folgendes gilt:
1. ', =T und A, = A.

2. JedesI'; — A mit 1 < j < rist Axiom oder geht aus vorangehenden Folgegliedern
aufgrund einer Regel hervor.

1.25 Bemerkung. Die Aussage I' F¢ A kann wie folgt anschaulich interpretiert werden:
Fiir jede Bewertung ¢ gibt es eine Formel A € T' mit p(A) = 0 oder es gibt eine Formel
B € A mit ¢(B) =1. Sind I' = {Ay,...,A,} und A = {By,..., By} entspricht dies
also der Formel Ay A---ANA, — (B1 V-V By,).
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1.26 Beispiel. pVq,(—p)VrtgqVr

Beweis:
Bi=qr=gq,r Ax1
By=q,~p=gq,r Ax1
Bs=gq,(-p)Vr=gq,r R6(1,2)
Bi=p,r=q,r Ax1
Bs=-p,p=gq,r Ax2
Bs=p,(-p)Vr=q,r R6(4,5)

(
Br=pVvg,(-p)Vr=gqr R6(3,
Bs=pVg,(-p)Vr=qVr R2(6)

1.27 Bemerkung.

1. Aus T' kg A folgt T' = A. (Korrektheit)
2. Aus I' = A folgt I' ¢ A. (Vollstandigkeit)

1.5 Semantische Tableaux

Wie erreicht man eine Systematisierung des Beweisens in einem deduktiven System?
Gibt es eine Moglichkeit “automatisch” einen Beweis zu finden, ohne dazu alle Beweise
der Reihe nach aufzuzdhlen?

Nach einer denotationalen und axiomatischen Definition der Semantik der Aussagenlogik
wird im folgenden ein algorithmischer Aufbau betrachtet: Um zu entscheiden, ob ¥ F A
fiir eine gegebene (endliche) Formelmenge ¥ und eine Aussageform A gilt, wird ein
Algorithmus angegeben. Da in 3 und A nur endlich viele Variablen vorkommen, braucht
der Algorithmus nur systematisch alle moglichen Belegungen zu priifen.

1.28 Beispiel. Mit der Idee “¥X - A <= X U {—-A} ist nicht erfiillbar” versucht
man, um die Allgemeingiiltigkeit einer Formel A zu zeigen, einen bindren Baum fiir —A
zu konstruieren, dessen Knoten jeweils eine Klasse moglicher Belegungen représentieren.
Die Wurzel des Baumes représentiert alle moglichen Belegungen und die Vereinigung der
Klassen der S6hne eines inneren Knotens des Baumes ist die Klasse der Belegungen, die
der Knoten représentiert. Gelingt es, einen solchen Baum derart zu konstruieren, dass
samtliche Blétter des Baumes zu einem Widerspruch zu der Annahme fiihren, eine Klasse
von Belegungen, die durch Knoten auf dem Weg von der Wurzel zu dem entsprechenden
Blatt reprisentiert wird, enthalte Belegungen, die —A erfiillen, ist gezeigt, dass es keine
Belegung gibt, die —A erfiillt. Somit gilt, dass A Tautologie ist.

E (pV(gnhr) — (pVg) A(pVr)) gilt genau dann, wenn =((pV (¢Ar)) — ((pVg) A(pVT)))
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unerfiillbar ist.

Da alle Aste zu Widerspriichen fiihren, gibt es keine Belegung, die die Formel erfiillt!
Man unterscheidet zwei Arten von Formeln, ndmlich solche, die zu Verzweigungen fithren
(6-Formeln), und solche, die nicht zu Verzweigungen fiithren (a-Formeln).

Folgende Formeln sind a-Formeln, die zu Knoten mit den Markierungen a; und as
fiithren:

« ‘ -—A ‘ Al N As ‘ —\(A1 V AQ) ‘ —|(A1 — AQ)
A Aq -A; Aq
(A4) Ao -4y -4y

aq
a2

Folgende Formeln sind §-Formeln, die zu Verzweigungen fithren mit Knotenmarkierun-
gen (3 und

B —\(A1 N AQ) AV As A — Ay
B | B —Ay | 4y A | A -4y | Ay

Beachte: Jede Aussageform ist entweder atomar (d.h. eine Variable) oder die Negation
einer atomaren Formel oder eine a- oder eine (-Formel, und genau von einem dieser
Typen.

Es gilt: Eine a-Formel ist genau dann erfiillbar, wenn beide Komponenten aq und as
erfiillbar sind. Eine 5-Formel ist genau dann erfiillbar, wenn eine der Komponenten (;
oder (9 erfiillbar ist.

Insbesondere gilt fiir I' € F und a-Formel o mit Komponenten a; und as und (-Formel
B mit Komponenten 31 und f3: Genau dann ist I' U {a} erfiillbar, wenn I' U {1, as}
erfiillbar ist und genau dann ist I'U {3} erfiillbar, wenn I'U {3} oder I' U {2} erfiillbar
ist.
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1.29 Definition. Tableaur sind binidre Bidume mit Knoten, die mit Formeln aus F
markiert sind. Sei ¥ C F.

1. Die Menge der Tableaux 7 fiir ¥ wird induktiv definiert durch:

a) (4} ist der Baum mit einem Knoten, der mit A markiert ist. In diesem Fall
schreibt man auch 74 statt 7y 4y. Graphisch:

°A

b) Ist 7 Tableau fiir ¥ und é Marke eines Blattes von 7, so ldsst sich 7 wie
folgt zu einem Tableau 7’ fiir ¥ fortsetzen: 7" entsteht aus 7 indem man als
Nachfolger von ¢:

(X) einen Knoten hinzufiigt, der mit einer Formel A € ¥ markiert ist. (A soll
nicht bereits als Marke im Ast von ¢ vorkommen.) Graphisch:

)
A

(o) einen Knoten hinzufiigt, der mit «; oder ay markiert ist, falls eine a-
Formel o auf dem Ast zu 6 vorkommt und o7 und as die Komponenten
von « sind. Graphisch:

i Yo’
Y )
a1 oder (65

In der Praxis werden jedoch § nacheinander Knoten fiir beide Kompo-
nenten hinzugefiigt:
a
s
aq
Q2
(B8) zwei Knoten hinzufiigt, die mit den Komponenten (3; bzw. [ einer (-
Formel 8 markiert sind, falls 8 auf dem Ast zu § vorkommt. Graphisch:

g
VAN
Bi o eB2
Entsteht 7/ aus 7 durch Anwendung einer der Regeln (X), () oder (3), so
heifit 7/ direkte Fortsetzung von T.
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c) T € 7y genau dann, wenn 7 = T4 fiir ein A € ¥ oder es gibt eine Folge
T0,...,Tn(= 7), n € N, so dass 7,41 eine direkte Fortsetzung von 7; ist fiir
j=0,....,n—1und 79 = 74 fiir ein A € X.

. Ein Ast eines Tableaus 7 heifit abgeschlossen, falls er zwei konjugierte Formeln

enthélt (d.h. fiir ein A € F sowohl A als auch (—A) enthélt), sonst heifit der Ast
offen. Ein Tableau 7 heifit abgeschlossen, wenn jeder Ast von 7 abgeschlossen ist.
T heiit erfillbar, wenn 7 einen erfillbaren Ast (d.h. die Marken entlang des Ast
bilden eine erfiillbare Formelmenge) enthélt.

. Seil' C F, A € F. Dann ist A Tableau-Folgerung aus I' (I' . A) genau dann, wenn

fir ¥ =T'U{-A} jedes Tableau aus 7x; sich zu einem abgeschlossenen Tableau aus
T, fortsetzen lasst.

1.30 Bemerkungen und Beispiele. Ziel ist es zu zeigen: I' -, A <— T  A.

1.

Abgeschlossene Aste sind nicht erfiillbar. Abgeschlossene Tableaux sind nicht erfiill-
bar.

. Ist I erfiillbar, so ist jedes Tableau aus 7 erfiillbar (und insbesondere nicht abge-

schlossen).

Gilt T - A, so ist ¥ = I' U {—A} nicht erfiillbar. Insbesondere sind Tableau-

Folgerungen korrekt (d.h. aus I' -, A folgt ' = A).

. Gibt es ein abgeschlossenes Tableau in 7r, so ldsst sich jedes Tableau aus 7 zu

einem abgeschlossenen Tableau fortsetzen.

. Beispiele:

a) Fr A— (B — A):
-(A— (B—A))

—(B — A)

-A
g
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b) Fr =(pAq) — (—=pV —g):

Es gibt Belegungen, die =((pV q) — (pAq)) erfiillen, némlich ¢ mit ¢(p) =1
und ¢(¢) = 0 und ¢’ ¢'(p) = 0 und ¢'(q) = 1. Also gilt nicht -, (p V q) —
(PN ).

1.31 Definition. Sei ¥ C F,7 € 7v, und o ein Ast von 7, bzw. die Menge der Formeln,
die in dem Ast vorkommen. o heifit vollstindig, falls fiir jede a-Formel o € o stets
{a1,as} C o gilt und fiir jede §-Formel 3 € o entweder (31 € o oder B2 € o gilt. 7 heif}t
vollstindig, falls gilt: Jeder Ast von 7 ist entweder abgeschlossen oder “vollstéindig und
enthilt 7. (Beachte: Falls ¥ unendlich ist, sind unendliche Baume zugelassen.)

1.32 Bemerkungen.

1. Ist X endlich, so ldsst sich jedes Tableau aus 7 zu einem vollstdndigen Tableau fiir
¥ mit Hilfe von Y-, a- und 8-Regeln erweitern. Beachte, dass a- und - Regeln nur
Teilformeln einfithren und dass eine Formel nur endlich viele Teilformeln enthalten
kann.

2. Sei o die Menge der Formeln eines vollstdndigen offenen Astes von 7. Dann gilt:
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a) Es gibt kein p € V mit {p, —p} C 0.
b) Ist o € o, so auch ay, a9 € 0.
c) Ist B € o,s0ist B1 € o oder 5 € 0.

1.33 Lemma. Jede Menge ¥ von Formeln, die (a), (b) und (c) aus der Bemerkung 1.32.2
geniigt, ist erfiillbar. Insbesondere sind vollstéindige offene Aste von Tableaux erfiillbar.

Beweis. Definiere:

)0, peX
@(p)—{ 1, sonst

Offensichtlich ist ¢ wohldefiniert.

Beh.: Falls A € ¥, dann ¢(A4) = 1.
Induktion tiber den Aufbau von A :

A atomare oder negierte atomare Formel +/

Sei A eine a-Formel und A € ¥, dann sind nach 1.32.2.a die Teilformeln a7 und as von
A in 3. Nach Induktionsvoraussetzung gilt ¢(a1) = ¢(ag) = 1 woraus p(A) = 1 folgt.

Sei A eine [S-Formel und A € X. Dann ist die Teilformel 7 oder 85 nach 1.32.2.c in X.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt ¢(51) = 1 oder ¢(52) = 1. Somit folgt p(A4) =1. m

1.34 Satz. Sei I' C F. Dann gilt:
1. Genau dann ist I' nicht erfiillbar, wenn 7 ein abgeschlossenes Tableau enthélt.

2. Aquivalent sind

e I' = A,
e ' A und

e 7p 4} enthélt ein abgeschlossenes Tableau.

3. Aquivalent sind

o = A,
o A und

e 7_4 enthilt ein abgeschlossenes Tableau.

Beachte: Der Kompaktheitssatz (1.10) folgt aus 1., denn ist ' nicht erfiillbar, enthélt
7r ein abgeschlossenes Tableau und abgeschlossene Tableaux sind stets endliche Béume,
d.h. eine endliche Teilmenge von I' ist nicht erfiillbar.

Beweis. zu 1.

“«=": siehe 1.30.2.

“=": Jedes vollstindige Tableau 7 fiir [' ist abgeschlossen, sonst enthilt 7 einen
vollsténdigen offenen Ast, der ganz I' enthélt und somit wére I' nach 1.33 erfiillbar.
|
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Gibt es immer vollstdndige Tableaux in 7 fiir I' C F'7 Falls I' endlich ist, dann siehe
1.32.1. Was sind aber vollstindige Tableaux, wenn I' unendlich ist? Dazu zunéchst ein

systematisches Verfahren zur Tableaukonstruktion.

Systematische Tableaukonstruktion: Sei I' C F, dann ist I" abzéhlbar. Sei also I' =

{A1, Ay, ..

1. T =

.}. Konstruktion einer Folge von Tableaux 7, (n € N) :

Aj. Ist Ay (negierte) atomare Formel, dann wird der Knoten markiert.

2. Sind alle Aste von 7,, abgeschlossen, dann Stopp!

3. Tpt1 entsteht aus 7, wie folgt:

a)

Ist Y die erste unmarkierte a-Formel in 7,,, durch die ein offener Ast geht,
so markiere Y und erweitere jeden offenen Ast, der durch Y geht, um die
Teilformeln o7 und as von Y. «q und asy werden markiert, falls sie atomare
oder negierte atomare Formeln sind. Dadurch werden maglicherweise Aste
abgeschlossen. sonst:

Ist Y die erste unmarkierte 8-Formel in 7, durch die ein offener Ast geht, so
markiere Y und erweitere jeden offenen Ast, der durch Y geht, um

ﬂ/\ﬂz

Markiere (3; und/oder 9, falls diese (negierte) atomare Formeln sind. Da-
durch werden méglicherweise Aste abgeschlossen. sonst:

Gibt es eine Formel A; € I', die noch nicht in jedem offenen Ast vorkommt,
so erweitere alle diese Aste um:

A

Falls moglich, Knoten markieren und Aste abschlieBen.

Gehe zu Schritt (2).

Aus 7, (n > 1) erhilt man kein weiteres Tableau, falls 7,, abgeschlossen ist oder alle
Formeln von 7,, markiert sind und I" endlich ist.

Setze Too := Upen Tn- Dann ist 7o ein bindrer Baum. Behauptung: 7., ist vollstéandig!

Beweis:

1. 7o = 73 fiir ein k € N.

Ist 7, abgeschlossen, gilt die Behauptung.

Ist 7% nicht abgeschlossen, ist 7 vollstindig: Alle Formeln sind markiert und I’
muss endlich sein. Alle Formeln von I sind in offenen Asten von 7j,. Somit ist T
nach Lemma 1.33 erfiillbar.
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2.

Es gibt kein & € N mit 7o, = 7. Dann ist 7o, ein unendlicher Baum. Es gibt eine
Folge von Knoten {Y,,},n € N, die unendlich viele Nachfolger haben: Setze Y; =
Ay, die Wurzel mit unendlich vielen Nachfolgerknoten. Ist Y, bereits gefunden,
dann hat Y,, entweder einen oder zwei direkte Nachfolger, von denen einer unendlich
viele Nachfolger hat. Wihle als Y;,11 diesen Knoten. Dann ist der Ast {Y,,|n € N}
in T, offen, vollstédndig und enthélt I', d.h. I' ist erfiillbar.

1.35 Bemerkung und Folgerung.

1.

Ist T eine rekursiv aufzéhlbare Menge, so ist das Hinzufiigen einer Formel A, € T’
zu einem Tableau effektiv, d.h. falls I' rekursiv aufzidhlbar aber nicht erfiillbar
ist, so stoppt die systematische Tableau-Konstruktion. Insbesondere stoppt die
systematische Tableau-Konstruktion immer, wenn I' endlich ist. Sie liefert dann
entweder: I' ist nicht erfiillbar, d.h. es gibt eine n € N, so dass 7, abgeschlossen
ist, oder: I ist erfiillbar und die (offenen) Aste von 7, liefern alle Belegungen, die
I erfiillen.

Die systematische Tableau-Konstruktion liefert also fiir endliche Mengen alle Be-
legungen der wesentlichen Variablen, die I' erfiillen.

. Zur Vereinfachung der systematischen Tableau-Konstruktion fiir eine Menge I' =

{A1,..., A} beginne mit
Ay

A

As

An—l

als Anfangsbaum.

I'=A <= T U{-A} unerfiillbar
<= T7(r,-A) enthilt abgeschlossenes Tableau
— I'H A

4. Beispiele:
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a) E(lpva)A(mpVr)) —(qgVr)oder (pVg)A(-pVr)=(qVr)
~(((pVa)A(=pVr)) = (qVr))
(pVa)A(=pVr)
~(qVr)
(pVa)

-pVr

-q

b) Bestimme alle Belegungen, die A = (p — q) V (-q — r) erfiillen!
(p—a)V(mg—r)

p—q g —r

—|p r
Demnach ist {¢ | ¢ ist Bewertung mit ¢(p) = 0 oder p(g) = 1 oder ¢(r) = 1}
die Menge aller Belegungen, die A erfiillen. An den Blittern des Baumes

lasst sich auch die dquivalente Disjunktive Normalform (DNF) zur Formel A
ablesen, ndmlich —=p V q V 7.
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2 Préidikatenlogik — Formalisierung der Beziehungen zwischen Eigenschaften
von Elementen, Funktionen und Pradikaten

Es zeigt sich, dass die Aussagenlogik nicht ausreicht, alle logischen Schliisse zu beschrei-
ben, insbesondere nicht solche Schliisse, die die Eigenschaften von Elementen und deren
Beziehungen untereinander betreffen.

Ein Beispiel einer Anwendung von logischen Formeln, die keine Formeln der Aussagen-
logik sind, ist Hilberts 10. Problem: Gibt es ein Verfahren um zu entscheiden, ob eine
diophantische Gleichung eine Losung hat?

Gegeben eine Polynomgleichung in mehreren Verdnderlichen mit Koeffizienten in Z, z.B.
322 — 2233 + 523 + 6 = 0. Frage: Gibt es fiir diese Gleichung eine Losung (z,y, 2)?

Zunichst wird das Problem in einer geeigneten Sprache formuliert. Ein geeignetes Al-
phabet fiir diese Sprache besteht aus den folgenden Mengen von Zeichen:

e fiir ganze Zahlen die Symbole: ..., —2,—-1,0,1,2,...
e cine abzdhlbare Menge von Variablen: x,y, z, . ..

e cine Menge von Funktionszeichen: +, —, x, . ..

e cine Menge von Préadikatszeichen: <, >, ...

e cine Menge von logischen Zeichen: =, A,V, -, —, ...
e Quantoren: V, 3

e Trennzeichen: ( und )

Zur Formalisierung einer Aussage der Form: “Jede ganze Zahl ist gerade oder ungera-
de!” oder “Die Gleichung 3z? — 2zy3 + 523 + 6 = 0 hat eine Losung!” werden fiir die
Eigenschaften von Elementen Pridikate definiert. Fiir die Eigenschaft von x gerade oder
ungerade zu sein werden beispielsweise die Préadikate U(z) und G(x) eingefithrt. Die
Definitionen fiir diese Prédikate lauten in obiger Sprache dann G(z) = 3z x = 2 % z und
U(z) = 3z x = 2xz+1 und die oben erwiihnten Aussagen lauten formal: Vo (U(z)VG(z))
und

JrIyIz (B x (zxx)) = (2% (z* (y* (y*y)))) + ((5* (zx (2x2))) +6))) = 0).

Derartige Aussagen werden Formeln genannt. Formal besteht eine Formel aus logischen
Verkniipfungen von Termen. Ein Term wiederum kann beziiglich des obigen Alphabetes
wie folgt definiert werden: Jede ganze Zahl ist ein Term, jede Variable ist ein Term und
falls t; und to Terme sind, dann sind auch (¢; + t2), (t1 — t2) und (¢1 * t2) Terme. Eine
Formel hat entweder die Gestalt t; = ¢t oder t; < to, wobei t; und to Terme sind, oder
die Gestalt 3z A, Vx A, (AANB), (AV B), (A — B) oder (—A), wobei A und B ihrerseits
bereits Formeln sind und x eine Variable ist.
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Der néchste Schritt ist es, einer Formel eine Bedeutung zuzuordnen. Welche Bedeutung
hat eine Formel der oben definierten Sprache in der Menge 7 der ganzen Zahlen? Wann
ist sie falsch und wann wahr? Eine Formel wie (z + 5) > y oder Vz (z 4+ 5) = 0 hat fiir
sich allein noch keine Bedeutung. Erst wenn eine Menge bestimmt wird, deren Werte die
Variablen und Konstanten annehmen kénnen, und wenn dariiber hinaus den Symbolen
wie 5, —1 und den “freien” Variablen (das sind Variablen, die nicht im Giiltigkeitsbereich
eines Quantors liegen) ein solcher Wert zugeordnet wird und den Pridikats- und Funk-
tionszeichen eine Bedeutung zugewiesen wird, kann die Bedeutung einer Formel erklirt
werden. Das Bestimmen einer solchen Menge, die auch Definitionsbereich genannt wird,
sowie die Festlegung der Bedeutung der einzelnen Symbole heifit Interpretation. Durch
eine Interpretation wird die Bedeutung einer Formel festgelegt.

Beispiel: Sei I; eine Interpretation, die als Definitionsmenge die Menge 7 der ganzen
Zahlen hat, den Zahlensymbolen ihre iiblichen Werte aus Z und den Symbolen + und =
die gewohnte arithmetische Bedeutung zuordnet. Fiir die Variablen x und y lege I; die
Werte 6 bzw. 3 fest. Die Interpretation I lege fiir die Variable x den Wert 0 und fiir y
den Wert 5 fest und entspréche im iibrigen der Interpretation ;. Dann ist die Formel
(x+5) = y falsch unter der Interpretation I; und wahr unter I5. Die Formel Vx (z+5) > 0
dagegen ist unter beiden Interpretationen falsch. Diese Formel ist falsch, unabhéngig
davon, wie die Variable z interpretiert wird. Wahlt man aber als Definitionsbereich statt
Z die Menge N, wird die Formel wahr, wiederum unabhéngig davon, wie die Variable x
interpretiert wird.

Es tauchen die Fragen auf, ob es zu einer bestimmten Formel Interpretationen gibt, die
die Formel “wahr” machen, oder ob eine Formel fiir alle Interpretationen wahr ist oder
fiir alle Interpretationen falsch ist. Dariiber hinaus stellt sich auch die Frage nach der
“logischen Aquivalenz” zweier Formeln. Und natiirlich die Frage, ob diese Fragen im
allgemeinen iiberhaupt beantwortet werden kénnen.

Man unterscheidet zwischen Prédikatenlogik erster und zweiter Stufe. Sind bei For-
meln der ersten Stufe Quantifizierungen nur iiber Individuenvariablen moglich, so diirfen
Formeln der zweiten Stufe dariiber hinaus auch Quantifizierungen von Funktions- und
Pradikatsvariablen enthalten. Beispielsweise kann man obiges Alphabet erweitern um
die Funktionsvariablen A, F, G, ... und Pridikatsvariablen P, @, ... Dann ist die Formel
zweiter Stufe JA (4A5) = 20 unter der iiblichen arithmetischen Interpretation wahr,
denn wird A als die Multiplikation auf Z interpretiert, ist die Formel (4A5) = 20 wahr.

2.1 Die Sprache der Pradikatenlogik

2.1 Definition (Allgemeine Sprache der Pradikatenlogik zweiter Stufe).

1. Das Alphabet fiir eine Sprache der Prddikatenlogik zweiter Stufe besteht aus fol-
genden Teilalphabeten:

a) Wahrheitswerte: W und F
b) Logische Symbole:
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i. Junktoren: -, —, A\, V, <, ..., IF . THEN_ELSE_
ii. Operatoren: =, if_then_else
iii. Quantoren: ¥V (Allquantor) und 3 (Existenzquantor)
c) Variablensymbole:
i. n-stellige Funktionsvariablen F}' (j > 1,n > 0). Die F]Q heiBen Individu-
envariablen und werden mit x; bezeichnet.
ii. n-stellige Pradikatsvariablen P} (j > 1,n > 0). Die PJQ heiflen aussagen-
logische Variablen.
d) Konstantensymbole:
L. n-stellige Funktionskonstanten f' (j > 1,n >0). Die f]O heiflen Individu-
enkonstanten und werden mit a; bezeichnet.
ii. n-stellige Pradikatskonstanten pj (j > 1,n > 0). Die p? werden als W

oder F' interpretiert.

e) 5. Hilfssymbole: ( und ) und ,.

Alle Zeichen sollen verschieden sein und kein Buchstabe soll Teilwort eines ande-
ren sein. Die einzelnen Teilalphabete sollen entscheidbar sein. Spezielle Sprachen
zweiter Stufe werden durch Festlegung der Konstanten ausgezeichnet.

. Ausdriicke in Sprachen zweiter Stufe sind Terme und Formeln:

a) Die Menge Term der Terme ist rekursiv definiert:
i. Jede Individuenvariable z; und jede Individuenkonstante a; (j > 1) ist
ein (atomarer) Term.
ii. Sindty,...,%, (n > 1) Terme, dann sind auch f'(t1,...,t,) und Fj*(t1, ..., tn)
Terme fiir alle 7 > 1.

iii. Ist A eine Formel und sind t; und to Terme, dann ist (if A then ¢; else
to) ein Term.

iv. Term ist die kleinste Menge, die i) geniigt und gegeniiber ii) und iii)
abgeschlossen ist.

b) Die Formeln teilen sich in atomare und zusammengesetzte Formeln auf.

Die Menge Aform der atomaren Formeln ist die kleinste Menge mit:

i. W, F € Aform

ii. p?,PjO € Aform (j > 1) (die aussagenlogischen Konstanten und Varia-
blen)

iii. Sind ¢y,...,t, (n > 1) Terme, dann sind
pi(te, - tn), Pl (t1, ... tn) € Aform (5 > 1).

iv. Sind ¢;,t Terme, dann ist (t; = t2) € Aform.

Die Menge Form der Formeln ist die kleinste Menge mit
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1. Aform C Form
ii. Sind A, B,C € Form, dann sind auch (-A), (A — B), (AV B), (AA B),
(A< B), (IF ATHEN BELSE C) € Form.
iii. Ist v eine (Funktions- oder Prédikats-) Variable und A eine Formel, dann
sind ((Vv) A), ((3v) A) € Form. (Einfachheitshalber nehmen wir an, dass
weder (Vo) noch (Jv) bereits in A vorkommt.)

3. Geltungsbereich eines Quantors : Ist B = ((Yv) A) oder B = ((Jv) A), so ist A der
Geltungsbereich von (Vv) bzw. (Fv). Ein Vorkommen von v in A heiit gebunden.
Variablen in einer Formel kommen gebunden vor, falls sie im Geltungsbereich ei-
nes Quantors vorkommen. Sonstige Vorkommen einer Variablen heiflen frei. Fine
Variable v heifit freie Variable einer Formel A, wenn es in A freie Vorkommen von
v gibt. Formeln ohne freie Variablen heiflen abgeschlossen oder Aussagen.

4. Ein Teilterm eines Terms ¢ ist ein Teilwort von ¢, das selbst ein Term ist. Eine
Teilformel einer Formel A, ist ein Teilwort von A, das selbst eine Formel ist.

2.2 Bemerkungen und Beispiele.

1. Die Mengen Term und Form sind rekursiv entscheidbar. Sie werden jeweils ein-
deutig erzeugt, d.h. zusammengesetzte Terme und Formeln lassen sich eindeutig
zerlegen (Bemerkung 1.2 und Satz 1.3 gelten entsprechend).

2. Vereinbarungen: Stelligkeiten kénnen bei Préadikaten und Funktionen weggelassen
werden, wenn sie aus dem Kontext hervorgehen.

Man benutzt a, b, ¢, ... fir Individuenkonstanten, f, g, h, ... fiir Funktionskonstan-
ten, p,q,r, ... fiir Priadikatskonstanten, x,y, z, . .. fiir Individuenvariablen, F, G, H, . ..
fiir Funktionsvariablen, P, Q, R, ... fiir Pridikatsvariablen, A, B, C, ... fiir Formeln
und t fiir Terme. Die Symbole fiir Individuenkonstanten und -variablen sowie fiir
Terme werden auch in indizierter Form benutzt.

Wenn keine Verwechslungen moglich sind, kénnen Klammern entfallen. Beispiels-
weise wird Vo A statt ((Vz) A) und —A statt (—A) geschrieben. Um die Les-
barkeit einer Formel zu erhthen werden gelegentlich die Klammern [,] oder {,}
gebraucht. —,3v und Vv binden am stérksten, d.h. sie werden auf die kleinst
mogliche Teilformel angewandt. Zum Beispiel steht —p V —q fiir ((—p) V (—¢)) und

—Va p(x) < 3z —p(z) fir (=((Vz) p(z))) < (Bz) (=(p(2))))). Statt —(t1 = t2)
wird haufig ¢ # to geschrieben.

3. Beispiele:
a)

(3F)) ((Fi (a1) = az) A ((Va1) (pi(21)
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in vereinfachter Schreibweise:

SF{(F(@) = b ) Al o) = (F@) = gl FE@)]}

Term  lerm Term Term Term
— at.F at.Formel
at.F.
Formel
Formel
Formel
Formel

Alle markierten Formeln und atomaren Formeln sind Teilformeln der obigen
Formel.

b) In der folgenden Formel kommen die Variablen P und x vor. P kommt 4-mal
vor und z kommt 4-mal vor:

VPP (a) AV l[a #a A P )] — Pl )] = P ()
geb. geb. geb.  geb. geb. geb. geb. frei

Die Formel ist nicht abgeschlossen, da eine Variable ein freies Vorkommen
hat. Die Formel aus (a) ist abgeschlossen.

2.3 Eingeschrinkte Teilsprachen. Durch Einschrankung der Konstanten und Varia-
blen in Definition 2.1 entstehen folgende Teilsprachen:

1. Fiir die Sprache der Prddikatenlogik erster Stufe werden nur Individuenvariablen
xj (j > 1) zugelassen, keine Funktions- und Prédikatsvariablen. Eine typische
Formel lautet:

(w1 # x2) AVwo (T3 p(oy, f(22,23)) — (p(w2,21) V p(22,0)))

2. Im Gleichheitskalkiil sind nur Individuenkonstanten a; (7 > 1) und Individuenva-
riablen z; (j > 1) zugelassen. Es sind keine weietern keine Funktionsvariablen oder
-konstanten und auch keine Pridikatskonstanten und -variablen zugelassen.

Ein Term im Gleichheitskalkiil ist eine Individuenkonstante oder eine Individuen-
variable oder hat die Gestalt “if A then t; else t3”, wobei t; und t5 Terme und A
eine Formel ist.

Die Menge Aform der atomaren Formeln im Gleichheitskalkiil besteht nur aus den
Wahrheitswerten W und F' und aus allen Formeln der Form t; = ¢35, wobei #; und
to Terme sind. Eine typische Formel lautet:

(V1) (Vao((Vos) (21 = 22) A (72 = @) — (21 = a)))))
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3. In der quantifizierten Aussagenlogik sind nur aussagenlogische Konstanten p(])» (j >
1) und aussagenlogische Variablen PjO (j > 0) zugelassen. Es gibt keine Terme und
atomare Formeln sind die aussagenlogischen Konstanten und Variablen, sowie die
Wahrheitswerte W und F. Eine typische Formel lautet:

((VPr) (Pr < p)) — (BR) (P2« W)))

4. In der Aussagenlogik sind nur aussagenlogische Konstanten p? (j > 0) zugelassen.

Eine typische Formel lautet:

(IF py THEN py ELSE p3) <> (IF —p; THEN p3 ELSE p»)

5. Spezielle Sprachen erster und zweiter Stufe werden durch Festlegung der Kon-
stanten definiert. Da Funktionskonstanten und Pradikatskonstanten gleichsam als
Parameter fiir eine bestimmte pridikatenlogische Sprache agieren und oft explizit
erwihnt werden miissen, liegt folgende Definition nahe:

2.4 Definition. Eine Basis fiir die Pridikatenlogik ist ein Paar B = (F, P) von Zei-
chenmengen, wobei F' die Menge der Funktionskonstanten und P die Menge der Pradi-
katskonstanten ist.

2.5 Beispiel. Ist B = (F, P) Basis fiir die Sprache der Arithmetik, einer Sprache er-
ster Stufe, dann besteht die Menge F' aus den 0-stelligen Konstanten 0 und 1 und der
einstelligen Funktionskonstanten S (fiir Nachfolger) sowie den zweistelligen Funktions-
konstanten 4+ und x. Die Menge P enthélt die zweistellige Priadikatskonstante <.

2.2 Die Semantik der Pradikatenlogik

Nachdem die Syntax einer Sprache der Pridikatenlogik definiert ist, muss die Semantik
einer pridikatenlogischen Formel erklirt werden, ndmlich, wann eine Formel “falsch”
ist und wann sie “wahr” ist. Dazu wird der Begriff der Interpretation eingefiihrt. Un-
terschiedliche Interpretationen kénnen zu unterschiedlichen Bedeutungen einer Formel
fiihren. Eine Interpretation wird rekursiv analog der Definition von Formeln definiert.

2.6 Definition. Sei L eine Sprache der Pradikatenlogik zweiter Stufe (festgelegt durch
die Konstantensymbole).

1. Eine Interpretation I fiir L ist ein Tripel I = (D, I., I,,) mit

e D +# (), dem Individuenbereich oder Definitionsbereich der Interpretation,

e I, einer Belegung (Abbildung) der Konstanten, die jedem n-stelligen Funk-
tionssymbol f eine Funktion I.(f) : D™ — D und jedem m-stelligen Pradi-
katssymbol p ein Pradikat I.(p) : D™ — B zuordnet (n,m >0, B = {0,1})
und
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e [,, einer Belequng der Variablen, die jeder n-stelligen Funktionsvariablen F’
eine Funktion I,(F) : D™ — D und jeder m-stelligen Pridikatsvariablen P
ein m-stelliges Pradikat I,,(P) : D™ — B zuordnet (n,m > 0).

2. Die Interpretation von Termen und Formeln ist eine Fortsetzung von I auf Term
und Form: I ordnet jedem t € Term ein I(t) € D und jedem A € Form ein
I(A) € B zu.

a) Bewertung der Terme:

I(a) = I.(a) fiur ein O-stelliges Konstantensymbol a

I(x) = I,(x) fiir ein O-stelliges Variablensymbol z

I(f(t1,.. . tn)) = I.(f)(I(t1),...,I(ty)) fiir eine n-stellige Funktionskon-
stante f und Terme tq,...,t, (n > 1)

I(F(ty,...,tn)) = L(F)(I(t1),...,I(ty)) fiir eine n-stellige Funktionsva-
riable F' und Terme t1,...,t, (n > 1)

Fiir eine Formel A und Terme #1, to ist

I(ty), falls I(A)

: =1,
I(if Athent; elsety) = { I(ty). falls [(A) = 0.

Beachte: I(t) hingt fiir einen Term ¢ nur von den Belegungen der in ¢ vor-
kommenden Variablen und Konstanten ab.

b) Bewertung der Formeln:

IW)=1,I(F)=0

I(p) = I.(p) fiir eine O-stellige Prédikatskonstante p

I(P) = I,(P) fiir eine O-stellige Pradikatsvariable P

I(p(ty,...,tn)) = I.(p)(I(t1),...,I(t,)) fiir eine n-stellige Priadikatskon-
stante p und Terme t1,...,t, (n > 1)

I(P(t1,...,tn)) = L,(P)(I(t1),...,I(ty)) fiir eine n-stellige Préadikatsva-
riable P und Terme t1,...,t, (n > 1)

Fiir alle t1,ty € Term ist

, sonst.

Ity = 1) :{ é falls I(t,) = I(ts),

Die Interpretationen I(—A), I(AV B), I(AAB), I(A — B), I(A < B)

und I(IF ATHEN B ELSE C) sind wie in der Aussagenlogik definiert.
z,d _ . .

I(¥z A) = { 1, falls I"%(A) =1 fiir alle d € D gilt,

0, sonst.

. . z,d _ .
(32 A) = { (1), falls es ein d € D mit I*%(A) = 1 gibt,

sonst.
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Dabei ist I%¢ = (D, I.., I!)) mit

Cr+o

o) d o, fallsy=x
Ly) = { I,(y), sonst

und I} (F) = I,(F) und I/ (P) = I,(P) fiir n-stellige Funktions- bzw. Pradi-
katsvariablen F' und P (n > 1).

Analog wird I(Yv A) bzw. I(Jv A) definiert, wenn v eine n-stellige (n >
1) Funktionsvariable oder eine m-stellige (m > 0) Prédikatsvariable ist.
Es werden statt d € D dann Funktionen ¢ : D™ — D bzw. Pradikate
m: D" — B eingesetzt.

Jede Interpretation I = (D, I., I,,) induziert durch (a) und (b) eine Bewertung
aller Terme und Formeln, die die bewerteten Konstanten und Variablen als
freie Variablen enthalten. Umgekehrt wird jede Bewertung I, die (a) und (b)
geniigt, eindeutig durch eine solche Interpretation induziert.

3. Gilt I(A) =1, so ist A wahr in der Interpretation I oder I erfiillt A. Schreibweise:
1 A oder I E A.

2.7 Bemerkungen und Beispiele.

1. Um die Bewertung einer Formel A zu bestimmen, geniigt es, die Bewertung der
Konstanten und der in A frei vorkommenden Variablen zu kennen. Die Bewer-
tung von A unter I = (D, 1., I,) hingt nur von diesen Werten ab. Ist A ab-
geschlossen (d.h. A ist ohne freie Variablen), so geniigt es, eine Interpretation
der Form I = (D,1.) zu betrachten. Solche Interpretationen heilen auch alge-
braische Strukturen oder Relationalsysteme. Man beschreibt ein Relationalsystem
(algebraische Struktur) hiaufig als < A; fi1,..., fn; R1,..., Ry >, wobei der De-
finitionsbereich A die Menge der Objekte bezeichnet, iiber denen die Funktionen
fi: Al 5 A (1< j<n, h; > 0) und die Relationen Ry (1 < k < m) definiert
sind.

2. Beachte, dass in der Definition der Bewertung Redundanzen vorkommen. Zum Bei-
spiel gleicht die Bewertung der Formel —A der Bewertung von IF A THEN F ELSE W,
die von AAB der von IF A THEN B ELSE F, die von AV B der von IF A THEN W ELSE B,
die von A — B der von IF A THEN B ELSE W, die von A < B der von IF A THEN B ELSE -B,
die von Vv A der von —dv —A, die von Jv A der von —Vv —A und die von t; = t9
der von VP [P(t1) < P(t2)].

3. Beispiele:

a) JzVy (p(y) — = = y) bedeutet “Es gibt ein x, so dass fiir alle y immer z =y
gilt, wenn p(y) zutrifft” oder “Es gibt hochstens ein x, so dass p(x) wahr ist”.
Diese Formel ist wahr in allen Interpretationen, in denen p(d) fiir héchstens
ein Element d € D wahr ist (z.B. D = N und I(p(x)) genau dann, wenn
I(xz) =0).
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b) 3z [p(z) AVy [p(y) — = = y]] bedeutet “Es gibt genau ein z, so dass p(x)
wahr ist”.

c) Vz3udv ((z=uV z=v) Au#v) AVaVyVP [z £y V (P(x,z) V - P(y,y))]
Beh.: Diese Formel ist wahr in jeder Interpretation mit |D| > 2 und falsch fiir
|D| = 1.

d) Seien A = Vz p(z, f(x)), A1 = p(z, f(x)),I = (N, I, I,) und sei I.(p) das <-
Pridikat und I.(f) = quad mit quad : n — n?. Dann gilt: I(A) = I®"(A;) =
(n <n?) =W fiir alle n € N.

4. Sind I; und I Interpretationen mit den gleichen Definitionsbereichen und ist A
eine Formel, dann gilt “I; = A genau dann, wenn I = A”, falls I; und I in allen
Konstanten und freien Variablen, die in A vorkommen iibereinstimmen.

2.8 Definition. Sei L eine Sprache der Pradikatenlogik zweiter Stufe.

1. Eine Formel A € Form heifit allgemeingiiltig, falls I(A) = 1 fiir alle Interpretationen
I fir L, d.h. I | A fiir alle Interpretationen I. Schreibweise: = A.

2. Eine Formel A € Form heifit erfiillbar, falls es eine Interpretation I mit I(A) =1
gibt. I heifit dann auch Modell fiir A. Gibt es keine solche Interpretation, so heifit
A unerfillbar.

3. ¥ C Form heifit erfillbar, falls es eine Interpretation I gibt, die alle Formeln von
Y erfiillt.

2.9 Bemerkungen und Beispiele.

1. Ist A nicht allgemeingiiltig, so ist = A erfiillbar. Ist = A unerfiillbar, dann ist A all-
gemeingiiltig. Um die Allgemeingiiltigkeit (Erfiillbarkeit) einer Formel zu priifen,
geniigt es solche Interpretationen zu betrachten, die die Konstanten und freien Va-
riablen der Formel belegen. Das sind, im Gegensatz zur Aussagenlogik, immer noch
unendlich viele, denn die Definitionsmenge kann eine beliebige nichtleere Menge
sein.

2. Jede Tautologie der Aussagenlogik ist allgemeingiiltig. Genauer:

Tautologie-Theorem: Sei A eine Formel der Aussagenlogik mit den Aussagevaria-
blen p1,...,pn (n > 1), dh. A= A(p1,...,pn). A’ entstehe aus A durch Ersetzen
von pj (1 < j < n)in A durch eine Formel B; der Pradikatenlogik zweiter Stufe.
Ist A eine Tautologie (d.h. allgemeingiiltig), so ist auch A’ allgemeingiiltig. Allge-
meingiiltig sind beispielsweise die Formeln A; V = A; und 41 — (A — Aj).

3. Beispiele:

a) VaVyVP (z # y V (P(z,z) V =P(y,y))) ist allgemeingiiltig. Da die Formel
weder Konstanten noch freie Variablen enthélt, gentigt es eine Interpretation
I = (D) mit |D| > 1 zu betrachten. Der Fall |[D| =1 ist klar, denn entweder
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gilt P(x,z) oder =P(x,x). Ist |D| > 1, dann wéhle x = d; und y = dy mit
dy,dy € D und dy # do. Dann ist I(x # y) = 1 und somit erfiillt I die Formel.
Die Formel A = 3PVz3y (P(x,z) A —P(x,y)) ist weder allgemeingiiltig noch
unerfiillbar. Sei I = (D) eine Interpretation. Ist |D| = 1, dann ist I(A) = 0.
Ist [D]| > 2, dann ist I[(A) = 1.

Die Formel 3P3x3y ((P(x,x) A—P(x,y))Ax = y) ist unerfiillbar, die Formeln
t=1t,Vr A~ -3z (—A) und 3z A — —Vz (—A) sind allgemeingiiltig.

Sei p eine 2-stellige Prédikatskonstante.
Ay =VaVyVz ((p(x,y) Ap(y,2)) — p(z,2))  (transitiv)
As = VaVy (p(z,y) Vp(y,z) Vo =1y) (Trichotomie)
Asg =V —p(z, x) (antireflexiv)
Ay =Vavy (p(z,y) — 3z (p(z,2) Ap(z,y))) (dicht)
As =Vz3y p(z,y) (kein letztes Element)
Ag = VaIy p(y, x) (kein erstes Element)

Die Formeln Ay, ..., A3 beschreiben eine lineare Ordnung auf der Definitions-
menge, die Formeln Ay, ..., A4 eine dichte lineare Ordnung (DLO).

Keine der Formeln ist allgemeingiiltig. Sind sie erfiillbar? Betrachte die fol-
genden Interpretationen: Iy = ({0,1,2},...),Io = (N,...),Is = ([0,1],...)
und Iy = (Q,...) (Q bezeichne die Menge der Briiche) und in allen Inter-
pretationen sei p das “kleiner”-Pradikat. Aq, Ao und Ag sind in allen vier
Interpretationen wahr, Ay, ..., A4 sind wahr in I3 und I4. In I; und Is ist Ay
falsch. Aq,..., Ag sind wahr in I4, A5 und Ag sind falsch in [; und I3. Ay ist
wahr in s und Ag ist falsch in Io.

Allgemeingiiltige Formeln:

A1 = Vap(z) — 3z p(x)

Ay = p(z) — p(z)

As = Vzq(z) — q(a)

Ay = pla) — Jzp(z)

As = VazVy (p(x,y) — p(z,y))

A¢ = TV p(z,y) — VeIy p(z,y)

A; = (Vxp(x)VVz q(x)) — Vo (p(z) V q(z))

Nicht allgemeingiiltige Formeln:

By = Jzp(z) — Vzp(x)

By = p(z) — p(a)

By = q(a) — Vz q(z)

By = 3Jzp(x) — pla)

Bs = VaVy (pi(z,y) — p1(y, z))
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Bs = Y3y pi(z,y) — gV pi(,y)
By v (p(z) vV q(z)) — (Vo p(z) V Vo q(7))

Um die Allgemeingiiltigkeit der Formeln Aj,..., A7 zu beweisen, zeige: Es
gibt kein Gegenbeispiel, d.h. =A; (1 < j < 7) ist unerfiillbar. Beispiel: Ag =
JzVy p(z,y) — VaIy p(x,y). Sei I = (D,...) eine Interpretation, die Ag
falsch macht, d.h. 3zVy p(z,y) muss wahr sein und Vz3y p(z,y) muss falsch
sein unter I. Es gibt dann also ein d; € D, so dass I(p(d,d;)) = W fiir alle
d € D. Weil Va3y p(x,y) falsch ist, muss Jy p(da,y) fiir ein do € D falsch
sein. Da I(p(da,d1)) = W gilt, muss auch 3y p(da,y) wahr sein.

Als Gegenbeispiel fiir By, ..., By wéhle die Interpretation I = (7Z,...) mit

I(p(x)) = 1 genau dann, wenn z > 0,
I(q(z)) =1 genau dann, wenn x < 0,

I(p1(z,y)) = 1 genau dann, wenn x > y,

I(a) =0und I(z) = 1.

Fiir Formeln der Arithmetik in den Konstanten 0, .5, + und « ist die “natiirli-
che” Interpretation I = (N, I, I,), die den Ziffernsymbolen ihren Wert und
den Operatoren ihre iibliche Bedeutung zuordnet (fiir S wird auch der Ope-
rator / benutzt, dem I die Funktion n’ = n+ 1 zuordnet). Welche abgeschlos-
senen Formeln (erster und zweiter Stufe) sind wahr in I7?

Vavy (S(x) = S(y) — = =y)

Vo S(x) #0

Ver+0=zx

Vavy (z + S(y)) = S(x +vy) Formeln erster Stufe
Verax*x0=0

VaVy (zx S(y)) = (x xy) +

VP [(P(0) AVx (P(x) — P(S(x)))) — Va P(z)] (Induktionsprinzip)

Als Theorie bezeichnet man eine Menge von Formeln, die beziiglich logischer Folgerung
abgeschlossen ist. Frage: Ist die Theorie erster Stufe, die von obigen Formeln erster Stu-
fe aufgespannt wird (d.h. die Menge, die diese Formeln und deren Folgerungen enthilt)
oder die Theorie zweiter Stufe, die von obigen Formeln einschliefllich des Induktions-
prinzipes aufgespannt wird, fiir I entscheidbar? Ist die Menge der allgemeingiiltigen
abgeschlossenen Formeln iiberhaupt entscheidbar?

2.10 Lemma. Die Allgemeingiiltigkeit fiir Formeln der quantifizierten Aussagenlogik
ist entscheidbar.

Beweisidee: Finde zu jeder Formel der quantifizierten Aussagenlogik eine dquivalente
Formel der Aussagenlogik (Quantorenelimination):
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Es gelten = VP]Q B < Bpo[W] A Bpo|F]| (P]Q durch W bzw. F ersetzten) und =
J J

HP]Q B < BP]Q[W] V BPJQ[F], denn I(VP]Q B) = I(BP]()[W] A BPJQ[F]) und I(VPJO B) =
I(Bpo[W] A Bpo[F1]) (fiir alle I).

J J
Somit lassen sich die Quantoren eliminieren. Es bleibt dann eine Formel der Aussagen-
logik, deren Allgemeingiiltigkeit (z.B. mit der Tableaumethode) entscheidbar ist.
Beispiel:

VPIQ (P =-Q)V(p— Q) «—
QW eo-QVp—Q)AIR(F--Q)V(p—Q) —
(W= =W)V(p—=W)) V(W =F)V(p— F)))A
(Fe=-W)Vp—=W)V((F<-F)V({p—=F) —
FVvip—-W)VWVp—->F)AWV{pPp—->W)VFV(p—F) «—
w A w

2.11 Definition. Sei A € Form,t,t € Term und x eine Individuenvariable. Die Sub-
stitution von x durch ¢ in A (bzw. t), A;[t] (bzw. t,[t]), ist die Formel (der Term), die
aus A (bzw. t) entsteht, wenn man jedes freie Vorkommen von x in A (bzw. t) durch ¢
ersetzt.

Analog ist die simultane Substitution mehrerer Variablen z1,...,z, in A (bzw. t) (n >
1) durch t4,...,t, € Term definiert:

Agyanltt, - stn] (bzw. ty o [t1,...,t,]) ist die Formel (der Term), die aus A (aus
t) entsteht, wenn man jedes freie Vorkommen der z; in A (bzw. t) simultan fiir alle
Jj (1 <j <n) durch t; ersetzt.

Die Substitution heifit erlaubt, wenn keine Variable die in ¢ (bzw. in ¢1,...,t,) vorkommt,
nach der Substitution gebunden in t (bzw. ¢1,...,t,) vorkommt.

Man kann die Substitution auch rekursiv iiber den Aufbau der Terme und Formeln
definieren.

2.12 Beispiele und Lemma.

1. FirA=3yxz=2+yund t = y+1ist A,[t] = Jy y + 1 = 2 x y keine erlaubte
Substitution, dagegen ist die Substitution A,[t] = Iy x = 2 x y erlaubt.
Sei I = (N,...) eine Interpretation, die + und * als Addition bzw. Multiplikation
interpretiert, und sei I(x) = 3 und I(y) = 2. Dann ist I(t) = 3 und I(A) =
I(3y x = 2xy) = 0. Nach der nicht erlaubten Substitution ist aber I(A;[t])
IFyy+1=2xy)=1.
Sei B = Vz (P(z,y) — Q(z)) und t = f(y, z), dann ist die Substitution B [t] =
Vo (P(x, f(y,2)) — Q(x)) erlaubt.

2. Lemma. Sei A ein Term oder eine Formel, x eine Individuenvarible, ¢ € Term und
A, t] eine erlaubte Substitution. Dann gilt fiir jede Interpretation I = (D, I, I,) :

[(At]) = 110 (4)
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Insbesondere gilt I'(A) = I(A.[t]), falls T und I’ Interpretationen sind, die sich
hochstens in der Interpretation von z unterscheiden, mit I'(z) = I(¢).

Beweis. Induktion iiber den Aufbau von A als Term bzw. Formel: Sei I; = [%{®)
AcTerm: A = z, A t] = t, I(t) = I (x) = I(t)/... (entsprechend fiir
andere Terme)

A€ Form: A atomar: A = p(t!,...,t") (n > 1) mit #/ € Term fiir 1 < j < n.
Dann ist A.[t] = p(tL[t],...,t7[t]) und

I(A) = L@ (&), 1)
= L@)(L(th), ..., h(t")
= Il(p(tl,...,tn)):Il(A).

DieFille A=-B, A=BAC,A=BVC, A=V —-C, A=V « Cund
A =1F BTHEN C ELSE D sind einfach zu zeigen.

Sei A, [t] = Vy B,[t] eine erlaubte Substitution, d.h. y kommt nicht in ¢ vor.
Dann ist I(t) = dg = I¥(t) fiir alle d € D (da y nicht in ¢ vorkommt).
Es gilt (I%4)vd2 = ([9-42)=4 fiir alle di,dy € D (da x verschieden y).

(A =1

I(Vy By[t]) =1

IYY(B,[t]) =1 fiir alle d € D
(1%4y®do(B) = 1 fiir alle d € D (Ind.Vor.)
(vadO)yvd(B) =1firalled € D

I%%(vy B) = 1

L(A)=1

rreeey

Fiir den Fall A = 3y B folgt dies aus —=Vy (-B) < Jy B.
3. Folgerung. Sei A,[t] eine erlaubte Substitution.
a) Ist A allgemeingiiltig, dann ist auch A,[t] allgemeingiiltig.

b) Vz A — A,[t] ist allgemeingiiltig.

c) Allgemeingiiltig sind Vo A — A und A — Jz A (Spezialfall x = t). Ist die
Substitution nicht erlaubt, braucht das nicht mehr zu gelten:

Sei A =3y (S(x) =y). Dann ist A,[y] = Jy (S(y) = y). Fiir die “natiirliche”
Interpretation I = (N,...) der Arithmetik gilt I(A) = 1, aber I(A4,[y]) = 0.

4. Beachte: A(vy,...,v,) (d.h. A enthilt als freie Variablen nur vy, ..., v,) sei allge-
meingiiltig. Dann ist auch der universelle Abschluss

B =VuiYuy ... Yo, A(vy,...,0,)
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allgemeingiiltig. Ist A(vy,...,v,) erfillbar, dann ist auch der ezistenzielle Ab-
schluss
B = Jvi3vy... Fv, A(vy, ..., )

erfiillbar.

Sind A und A — B allgemeingiiltige Formeln, dann ist auch B allgemeingiiltig.

2.13 Definition. Sei L eine (Teil-) Sprache der Pradikatenlogik zweiter Stufe, I' C Form
und A, B € Form.

1. A st logische Folgerung aus I', T = A, wenn jede Interpretation, die I erfiillt, auch
A erfiillt (d.h. jedes Modell von T" ist Modell fiir A).

2. A und B sind logisch dquivalent, A ==|B, falls A = B und B | A.

2.14 Bemerkung und Beispiele.

1. T' = A genau dann, wenn I' U {= A} nicht erfiillbar

2. 0 = A genau dann, wenn | A

3. I' ist genau dann nicht erfiillbar, wenn I" = A fiir alle A € Form gilt.
4. T C X und I' | A impliziert ¥ = A

5. Aquivalent sind:

e AE—B,
e =A< Bund
e [(A) = I(B) fiir jede Interpretation I.

Beispiele:

a) Vo Q(x) = Q(y) (Spezialfall von Vo A = A,[t] aus 2.12)
A(y) : Sei A(y) = p(y) und I = ({0,1}, I, I,) eine Interpretation
1

<= I(z) = 0 und I(y) = 0), dann ist I(A(y)) = 1 aber

{D:eﬁ Es gibt d € D, so dass fiir I' = (D,Q,x < d) gilt

I'(Q(x) — Vo Q(z)) = 1 < Qi(d) = 0 oder I'(Vz Q(z)) = 1 <= Es gibt
d € D mit Qr(d) =0 oder Q;(d) =1 fiir alle d € D.

d) Beispiele fiir d4quivalente Formeln:

¢) E 3z (Q(x) =V Q(z)) : Sei I = (D, Q) eine Interpretation. I(3z (Q(x) —
1

e Je zwei allgemeingiiltige Formeln sind dquivalent.
[ ] —|—|A ’::|A,
e WVAEHAVW =W,
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o FANAE=HANF =HF,

e AVAE=A, ANA EHA,

e BAQUA E=|Qu(BAA), BV QuA E=Qu(B V A), falls Q Quantor ist
und v in B nicht frei vorkommt,

o Vv AE=-3v-A, Jv AE=-Yv -4,

e Vo A(x) — B ==|3y (A(y) — B), falls y weder in A(z) noch in B frei
vorkommt,

eV (A— B)EVz A—Va B

Die beiden folgenden Aquivalenzen erlauben die Umbenennung gebundener
Variablen:

o Vo A E=|Vy Ayly] und Fv A ==|3y A,ly], wobei y in A nicht frei
vorkommt und A,[y| eine erlaubte Substitution ist. Denn fiir alle d € D
gilt

14 Auly]) = (199)4(A) = (1) (A) = I(A).

e Vv B == B und Jv B |==B, falls v nicht frei in B vorkommt.

2.15 Satz. Sei I' C Form und A, B € Form. Dann gelten:

1. Deduktionstheorem: I'; A = B gilt genau dann, wenn I' = A — B gilt.
Modus-Ponens-Regel: AusT'EAundI'= A — B folgt I' = B

Kontraposition: I', A = - B gilt genau dann, wenn I', B = —A gilt.

ol

Generalisierungstheorem: Kommt die Variable v in keiner Formel von I' frei vor,
dann gilt I' = Agenau dann, wenn I' = Vv A gilt. Insbesondere gilt A | Vv A
bzw. = A — Vv A, falls v nicht frei in A vorkommt.

5. Ersetzungstheorem: Sei A’ € Form und A Teilformel von A’. Entsteht B’ aus A’
indem man an einigen Stellen die Teilformel A durch B ersetzt und gilt A ==|B,
so gilt auch A’ == B'.

Beweis. Die Beweise fiir 1.,2. und 3. entsprechen den jeweiligen Beweisen zur Aussa-
genlogik.

4. “=": Es gelte I = A und v komme nicht frei in I" vor. Sei ferner I eine Interpretation
mit I(v) =d € D und I |=T. Dann gilt %% =T fiir alle d € D und somit %% (A4) =1
fiir alle d’ € D. Also gilt gilt T = Vo A.

“«=" gilt trivialer weise.
5) klar. |

2.16 Beispiele.
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= Javy A — Wydz 4 Dedtheor

JzVy A= Vy3dz A Ger&eor
JaVy A=z A =

—Vx =Vy A = —Vz —A Koriéh)eor

Gen.theor

Vr —-AEVr-Vy A =
—

Ve —AE-Vy A {Vx =A,Vy A} nicht erfiillbar

2. Eine Variante des Ersetzungstheorems: Die Formel A’ entstehe aus der Formel A
durch Substitution einiger Vorkommen von z in A durch y. Dann gilt | VaVy (z =
y— (A= A)).

(z.B. A= f(z,y) = g(z) und A" = f(y,y) = g(x))

2.17 Definition. Eine Formel ist in PKNF (Prinex Konjunktiver Normalform), falls
sie die Gestalt hat:

(Avy) ... (Avp) {[An V... VA AN[An V...V Ay, A AN [Apa VooV A ]}
Prifix Matrix

mit
1. alle A sind 3- oder V-Quantoren,

2. alle v; (1 < j < n) sind Variablen, die in mindestens einem Ay (1 <k <m,1 <
I <lj) vorkommen und paarweise verschieden sind,

3. alle Ay (1 < k < m,1 <1 <) sind entweder atomare oder negierte atomare
Formeln.

Sind in der Matrix V und A vertauscht, so ist die Formel in PDNF' (Prinex Disjunktiver
Normalform,).

Beispiel: Die Formel Vz3QVy {[-pVx # aV z =b] A [Q(y) V a = b]} ist in PKNF.

2.18 Satz. Jede Formel A € Form l&sst sich effektiv in eine dquivalente Formel in PKNF
(PDNF) transformieren.

Beweis. Eine zur Formel A dquivalente Formel in PKNF (PDNF) wird durch folgendes
Verfahren berechnet, dessen Schritte nacheinander auf die Formel A angewandt werden:

1. Eliminiere alle iiberfliissigen Quantoren der Formel, d.h. streiche fiir eine Variable
v alle v und Vv, in deren Geltungsbereich v nicht vorkommt: Vv B [==|B und
Jv B =B, falls v nicht frei in B vorkommt.
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2. Umbenennung von gebundenen Variablen. Gibt es eine Teilformel (Jv) B bzw. (Yv) B,
wobei die Variable v im Rest der Formel frei oder gebunden vorkommt, so ersetze
die Teilformel durch (Fv') B,[v'] bzw. (V') B, [v'], wobei v’ eine Variable vom glei-
chen Typ wie v ist und in der Formel noch nicht vorkommt. Nach diesem Schritt
sind alle quantifizierten Variablen paarweise verschieden und keine Variable tritt
gleichzeitig frei und gebunden auf.

3. Elimination von logischen Verkniipfungen und Operatoren.

a) “if_then_else”: Enthélt eine Teilformel B den Term ¢ = if C then t; else t3, dann
ersetze B durch IF C THEN B ELSE B, wobei B; aus B entsteht, wenn man
t durch t; ersetzt (j = 1,2).

b) Ersetze —, < und IF_THEN_ELSE durch dquivalente Formeln in V, A und —.
Beispiel: Ersetze B — C durch =BV C,
B < C durch (-BV C)A (=CV B) und
IF BTHEN B; ELSE By durch (B A By) V (=B A B3).

4. Schiebe die Negationen so weit nach innen, bis jedes = unmittelbar vor einer ato-
maren Formel steht:

~() A o (Fv) A4,

~(I) A o (Vo) A4,

~(AANB) = -AV-B,

-(AvB) E= -AA-B,
-—A E5 A

5. Schiebe die Quantoren nach aufien: Fiir x € {A,V} gilt: (Fv) Ax B E=3v (A% B)
und (Vv) Ax B E={Vv (A B), falls v in B nicht frei vorkommt. Dass v in B nicht
frei vorkommt, wird durch Schritt 2 gewéhrleistet.

6. Bringe die Matrix der Formel in KNF (bzw. DNF), d.h. ersetze (AA B) V C durch
(AVC)AN(BVC)und CV (AN B) durch (CV A)A(CV B).

Da alle Umformungen die Aquivalenz erhalten, ist die nach Schritt 6 entstanden Formel
dquivalent zu Formel A und in PKNF (bzw. PDNF). ]

2.19 Beispiel und Bemerkung.
1. Umformung der Formel

Vo [(Vy p(z) VVz q(2,y)) — ~Vy r(z,y)]
in eine dquivalente Formel in PKNEF:

Eliminieren tiberfliissiger Quantoren

Va [(p(z) V V2 q(2,y)) — =Vy r(z,y)]
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Umbenennen der gebundenen Variablen

Va [(p(z) VY2 q(z,y) = VY r(2,y)]

Eliminieren von Verkniipfungen und Operatoren

Vo [=(p(x) V V2 q(z,y)) V =Yy r(x,y')]

Negation nach innen

Va [(=p(z) A Tz ~q(z,y)) V Iy (2, y)]

Quantoren nach auBBen

V323 [(—p(z) A —q(z,y)) V —r(z,y)]

Matrix in KNF
Vz323y [(—p(x) Vv ~r(z,y) A (—a(z, ) V —r(z,y')]
Eine dazu dquivalente Formel in PDNF ist
Y2323y’ [(-p(z) A —q(z,9)) V ~r(a,y)].

2. Es kann mehrere Formeln in PKNF geben, die dquivalent zur Ausgangsformel sind.
Beispielsweise ist die Reihenfolge der Quantoren und Variablen nicht eindeutig
bestimmt.

Die néichsten Sétze betreffen die Frage nach der Entscheidbarkeit der Sprachen der Lo-
gik: Gegeben eine Sprache L der Logik. Ist die Menge der allgemeingiiltigen Formeln
{A € Formy, | = A} rekursiv entscheidbar?

Wie bereits gesehen ist diese Menge fiir die Sprachen der Aussagenlogik, der Quantifi-
zierten Aussagenlogik sowie des Gleichheitskalkiils entscheidbar. Es zeigt sich, dass das
fiir allgemeine Sprachen erster Stufe und erst recht fiir Sprachen héherer Stufen nicht
der Fall ist.

2.20 Satz. Die Allgemeingiiltigkeit fiir die Préadikatenlogik erster Stufe ist im allgemei-
nen unentscheidbar.

Genauer: Es gibt eine Menge von Formeln in den Konstanten a (0-stellig), fo, f1 (1-
stellig) und der Préadikatskonstanten p (2-stellig), deren Allgemeingiiltigkeit unentscheid-
bar ist.

Beweis. Man beweist die Unentscheidbarkeit, indem man zeigt, dass sich das Post’sche
Korrespondenz Problem (PCP) auf das Entscheidungsproblem der Pridikatenlogik erster
Stufe reduzieren liasst. Das heifit, es existiert eine Turing-Maschine, die bei Eingabe eines
Post’schen Systems S iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1} als Ausgabe eine pradikatenlogische
Formel Wy erster Stufe liefert, die genau dann allgemeingiiltig ist, wenn das PCP S eine
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Losung hat. Da das Post’sche Korrespondenz Problem aber nicht entscheidbar ist, ist
die Allgemeingiiltigkeit fiir die Pridikatenlogik erster Stufe auch nicht entscheidbar.

Zur Konstruktion der Formel Wg werden nur Konstantensymbole benétigt: Eine Indivi-
duenkonstante a, zwei einstellige Funktionskonstanten fy und f; und eine bindre Pradi-
katskonstante p. Zur Beschreibung der Formeln Wg wird eine Abkiirzung eingefiihrt: Ein
Term der Form f, (... (fo,(fo,(2)))...), 0i € {0,1} (1 <i < m), wird geschrieben als
for09...0m (X). Sei

S = {(a1,b1), (a2, B2),..., (an, )},

n > 1, ein PCP iiber ¥ = {0, 1}, dann lautet die Formel Wy der Prédikatenlogik erster
Stufe:

J=1

j=1

N p(fa;(a), f5,(a)) A VaVy (p(l’, y) = N p(fo,; (2), f3, (M))] — 3z p(z, 2)

Beh.: Das System S hat genau dann eine Losung, wenn Wy allgemeingiiltig ist.

“<—=": Angenommen Wy ist allgemeingiiltig. Sei I eine Interpretation mit Definitions-
bereich {0, 1}*, der Menge aller Worte iiber dem Alphabet {0, 1}, die a als das leere
Wort, fo als fo(z) = 20 (Konkatenation von x mit Zeichen 0) und f; als fi(z) = x1
(Konkatenation von x mit 1) interpretiert. Unter der Interpretation I sei p(x,y)
genau dann wahr, wenn gilt © = «aj, 5, ...a;, und y = §;,5;,...5;, fir eine
nichtleere Folge j1,72,...,7m (1 < j; < n). Da Wy allgemeingiiltig ist, muss Wg
wahr sein unter I. Da aber die Voraussetzung in der Formel Wg (d.h. die Teilformel
vor dem Implikationszeichen) wahr ist, muss auch die Konsequenz 3z p(z, z) wahr
sein unter I. Das heifit, es gibt eine nichtleere Folge j1,72,...,/m (1 < 7 < n)
so, dass aj, aj, ... aj, = B Bj, ... Bj,,- Mit anderen Worten, das PCP S hat eine
Losung.

“—": Angenommen das PCP S hat die Losung ji,j2,...,Jm (d.h. aj ;... q;, =
BjrBjs - - - Bjn ). Es ist zu zeigen, dass dann jede Interpretation I, die die Voraus-
setzung in der Formel Wg wahr macht, auch die Konsequenz wahr macht. Dann
ist Wy allgemeingiiltig. Sei daher I eine beliebige Interpretation, unter der

n

N p(fa,(a), f3,(a) (1)

J=1

und
Vavy (pla,y) — N\ p(fo; (x), f3,(y)) (2)
j=1

wahr ist. Aus (1) und wiederholtem Anwenden von (2) ldsst sich folgern, dass

P(faj, a5,...a;,, (@); £8;, Bjo...8;,, (@) wahr ist unter I. Wegen der Voraussetzung o, v, - . .

B, B, - - - Bj,, impliziert das aber, dass die Konsequenz von Wg, némlich 3z p(z, )
wahr ist unter I.
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Beispiel. S = ((0,000), (0100,01), (001, 1)) hat die Lésung j; = 1, jo = 3 (0001 = 0001).
Die entsprechende Formel Wg lautet:

p(fo(a), fooo(a)) A p(foroo(a), for(a)) A p(fooi(a), fi(a))

AN (P ) = plfag (@), f5,(2))) | = 32 p(2,2)

1<5<3

2.21 Hauptsitze der Pradikatenlogik erster Stufe. Sei L eine pridikatenlogische
Sprache erster Stufe.

1. Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln {A | = A} iiber L ist rekursiv aufzihlbar.
Es gibt ein deduktives System fiir L, dessen Theoreme genau die allgemeingiiltigen
Formeln von L sind.

2. Kompaktheitssatz fiir die Pradikatenlogik erster Stufe. Sei ¥ C Formy, . ¥ ist genau
dann erfiillbar, wenn jede endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar ist.

3. Seien ¥ C Formy, und A € Formy, . Genau dann gilt ¥ = A, wenn es eine endliche
Teilmenge ¥y von ¥ mit ¥ = A gibt.

4. Satz von Lowenheim-Skolem. ¥ C Formp, ist genau dann erfiillbar, wenn es eine
Interpretation I = (D, I., I,,), mit abzdhlbaren oder endlichen D gibt, die X erfiillt.

Beweis. Zu 1., 2. und 3. gebe man ein deduktives System fiir die Pradikatenlogik erster
Stufe an (spéter).

4. Informell: ¥ enthélt nur abzéhlbar viele Funktions- und Pradikatskonstanten. O.B.d.A. sei-
en alle Formeln abgeschlossen (notfalls existentiell). Sei I = (D, I,)) eine Interpretation.
D muss fiir die u.u. unterschiedlichen Interpretationen aller moglichen Terme Werte
bereithalten. Idee: Wihle als D die abzéhlbare Menge Term der Terme (~ “Herbrand
Universum”). ]

2.22 Satz (Satz von Godel). Satz 2.21 gilt nicht fiir Sprachen der Prédikatenlogik
zweiter Stufe. Insbesondere gilt:

1. Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln fiir Sprachen der Priadikatenlogik zweiter
Stufe ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

2. Es gibt kein deduktives System, dessen Theoreme die Menge der allgemeingiiltigen
Formeln zweiter Stufe sind.

3. Es gibt erfiillbare Mengen, die keine abzihlbaren Modelle haben.

Beweis. s. Yasuhara [1971]
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2.3 Das deduktive System F

Wir betrachten nun Sprachen der ersten Stufe mit Formeln in —,—,V,= . Die iibri-
gen Junktoren und der Existenzquantor dienen nur als “Abkiirzungen” fiir dquivalente
Formeln.

2.23 Definition. Deduktives System fiir eine Sprache der Priadikatenlogik erster Stufe.

Sei L eine Sprache erster Stufe mit Formeln in -, —,V, = . Das deduktive System F =
(Ax, R) ist bestimmt durch die Menge Ax von Axiomen und R von Regeln.

Ax enthilt alle Generalisierungen (Eine Formel A ist Generalisierung der Formel B, falls
A =Vzy...Va, B, wobei x; eine Variable ist (0 < j < n).) folgender Axiome:

Axl: A— (B— A)

AX2: (A — (B —C)) = ((A— B) — (A—C)
Ax3: (B — -A) - (A— B)

Axd: Vr A — A.t], falls A, [t] erlaubt

Ax5: Vo (A — B) — (Vz A — Vz B)

Ax6: A — Vz A, falls z nicht frei in A vorkommt
Ax7T: x =2z

Ax8: x =y — (A — A’), wobei A’ aus A entsteht, indem man x an einigen Stellen in A
durch y ersetzt

Bem.: Bei den Axiomen Ax1, Ax2 und Ax3 handelt es sich um Tautologien. Kommt z
in A nicht frei vor, kann Ax5 geschrieben werden Vz (A — B) — (A — Vx B).

R enthilt alle Regeln, die durch das folgende Regelschema gegeben sind:
A A— B
B

Man schreibt Fx A (oder kurz - A), falls A in F herleitbar ist bzw. ¥ £ A, (oder kurz
Yk A, falls A in F aus X herleitbar ist.

(Modus Ponens)

Beachte: Alle Axiome sind allgemeingiiltige Formeln, d.h. die Axiome sind korrekt. Sind
die Formeln A und A — B allgemeingiiltig, so ist auch B allgemeingiiltig. Ist die Formel
A allgemeingiiltig, dann ist auch Vz A (eine Generalisierung) allgemeingiiltig. Deshalb
folgt aus - A stets = A und aus ¥ F A folgt 3 = A. Das heifit F ist korrekt!

Man kann andere Axiomatisierungen angeben. Betrachte das deduktive System F/' =
(AX', R'), wobei Ax’ alle Generalisierungen der Axiome Ax1,..,Ax8 umfasst. Die Regel-
menge R enthalte zusitzlich zum Modus-Ponens noch die Generalisierungsregel:

A
Ve A
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Dann gilt fiir A € Form und ¥ C Form :

F£ A genau dann, wenn Fx A gilt, also genau dann, wenn = A gilt und aus ¥ Fx A
folgt ¥ Fx A Gilt zusétzlich, dass X nur abgeschlossene Formeln enthélt, dann gilt auch
Y Fz A genau dann, wenn ¥ = A gilt.

Fiir eine Menge I' C Form folgt wegen der Generalisierungsregel jedoch nicht immer aus
'tz Aauch T | A.

Denn beispielsweise gilt fiir alle einstelligen Prédikatskonstanten p zwar p(x) bz Vo p(x),
aber p(z) £ Vz p(x).

2.24 Bemerkung. Alle Formeln, die sich aus Ax1, Ax2, Ax3 und Modus-Ponens her-
leiten lassen, sind allgemeingiiltig (genauer: Tautologien). Ist andererseits A eine Tauto-
logie der Aussagenlogik und entsteht A’ aus A durch Substitution der aussagenlogischen
Konstanten durch Formeln erster Stufe, so gilt - A’.

2.25 Beispiele.

L Fx Vo (p(z) — Jy p(y))
Beweis:
By =Vz [(Yy —p(y) — —p(=))
By =V ((Yy —p(y) — —p(x))

Vz (Vy —p(y) — —p(z)) — Vo (p(z) — =Yy —p(y))] (Ax5)
Bs =Vz (Vy —p(y) — —p(z)) — Yz (p(z) — =Yy —-p(y))  (MP)
By =V (Yy —p(y) — —p(x)) (Ax4,Gen)
Bs =V (p(z) — 3y p(y)) (MP)

2. FrVax A— dz A.

Beweis:
FVer-A—-A (Ax4)
F (Ve A — —A) — (A — -V —A) (Taut)
A -V —A (MP)
Fvex A— A (Ax4)

F(Ve A— A) —
((A— =Vo -A) — (Vo A — =Vz —~A)) (Taut)
F(A— —Vz -A) - (Vo A — Vo —-A) (MP)

FVe A—3dz A (MP)
3. Fr Vz A — Vz A;lz], falls z nicht in A vor kommt.
Beweis:
FVe A— Aglz]
FVz (A — Aglz]) = (A —Vz Aglz])  (Ax5, Bem)
FVz (Ve A— Alz]) (Gen)
FVr A—Vz Al7] (MP)
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Es soll nun der Frage nachgegangen werden, ob sich die Sétze aus 2.15 auch auf die
deduktiven Systeme F und F’ anwenden lassen.

2.26 Satz. Seien I' C Form, A, B € Form.
1. Deduktionstheorem:

a) Genau dann gilt I' -r A — B, wenn I', A - B gilt.

b) Genau dann gilt I' - A — B, wenn I'; A b= B gilt und die Generalisierung
nicht auf eine in A frei vorkommende Variable angewandt wurde.

¢) Genau dann gilt I'; A - B, wenn I' -z A — B gilt, wobei A ein universeller
Abschluss von A ist.

2. Generalisierungstheorem:

a) Falls I' F£ A gilt und x eine Variable ist, die in I" nicht frei vorkommt, dann
gilt I' Fr Vz A.

b) Genau dann gilt I' -z A, wenn I' bz Vo A gilt.
3. Kontrapositionstheorem: Genau dann gilt I'; A -B, wenn I') B Fx = A gilt.

Beweis. 1.(a).
“—=": Falls I' - A — B, dann gibt es dafiir einen Beweis C1C>...C,, der Form

Cc; T
C, A—B

Dann gibt es aber auch einen Beweis D1 D5 ... D, fiir I' A A — B, ndmlich

Dy A
Dy T
Dn+1 A — B

mit Dj+1 = Cj fir1 <j<n.
Somit:
By THA—B Voraussetzung
B, TWAFA— B s.o.
By TAF A A ist aus A herleitbar
By T,AFB MP (B3, Bs)

“«<=": Induktion iiber die Zahl n der Beweisschritte fiir I'; A+ B :
n =1: B ist selbst Axiom oder Hypothese. Falls B ein Axiom ist oder B € I', dann

By T'HB Axiom oder Hypothese
B, THFB—(A— B) Axl
Bs THFA— B MP (B, Bs)
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Ist B= A, dann (da - A — A (zeigen!))
By rrA— A

n — n+ 1 : Fir den Fall, dass B Axiom oder Hypothese ist, wurde der Beweis bereits
angegeben. Ansonsten resultiert B im Beweis fiir ', A = B aus vorangegangenen Schrit-
ten durch Anwendung der Modus-Ponens-Regel. Es stellt sich also folgende Situation
dar:

Schritt j: T,AFC
Schritt k: I''AFC — B
Schritt n+1: I'’AFB

mit j,k < n. Da fiir den j-ten und k-ten Schritt die Induktionsvoraussetzung bereits
gilt, erhélt man den folgenden Beweis fir ' A — B :

By THFA-C nach Induktionsvoraussetzung
B, THA— (C— B) nach Induktionsvoraussetzung
By TH(A—-(C—-B))—-(A—=C)—(A— B)) Ax2
B, THA— B 2mal MP

1.(b).

Der Beweis lisst sich analog zu dem Beweis aus 1.(a). fithren. Es muss im Beweis “<="
beim Induktionsschritt jedoch zusétzlich der Fall betrachtet werden, dass der n + 1-te
(letzte) Schritt im Beweis von I'; A - B durch die Anwendung der Generalisierungsregel
erfolgte, d.h.

Schritt j: T ARC

Schritt n+1: I''AFVz C

mit B =Vz C, j <n und z kommt in A nicht frei vor. Man erhélt dann als Beweis fiir
I'-A— B:

By THA-C nach Induktionsvoraussetzung
By T'FVz(A—C) Gen(By)

Da x in A nicht frei vorkommt:

By THEV2(A—-C)— (A—-Vx(C) Ax5

By THA—-VxC MP (B3, Bs)
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1.(c).
Der Beweis fiir die Variante I', A F» B genau dann, wenn I' F= A — B, wobei A
universeller Abschluss von A ist :

LL<:77:
B, THA—B Voraussetzung
By, T"AHA— B vgl. 1.(a)=
Bys T AFA A ist aus A herleitbar
By T ARV A Anwendung der

Bs T, AF VoV, A Generalisierungsregel bis alle freien
: Vorkommen von Variablen x; in A

Byp T,AFA (1 < j < k) gebunden sind
Bsipi1 T,AFB MP(Bs, Bs11)

“=": Induktion iiber die Zahl n der Beweisschritte fiir ', A+ B :
n =1: B ist selbst Axiom oder Hypothese. Falls B ein Axiom ist oder B € I';, dann

By T'HB Axiom oder Hypothese
By, TFB—(A—B) Axl
B; THA—B MP (B, By)

Ist B= A, dann (da - A — A (zeigen!)):
By THFA—A

n — n—+ 1: Fir den Fall, dass B Axiom oder Hypothese ist, wurde die Aussage bereits
gezeigt. Ansonsten resultiert B aus vorangegangenen Schritten im Beweis fiir ', A - B
durch Anwendung der Modus-Ponens-Regel oder der Generalisierungsregel. Es stellt sich
also eine der beiden folgenden Situationen ein:

(%) : :
Schritt j: T,AFC

Schritt k: T AFC — B

Schritt n+1: I'AFB

mit j, k < n oder
(%) : :
Schritt j: T,AFC

Schritt n+1: I''AFVz C
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mit B=Vz C, j < n.
Als Beweis fiir I' - A — B erhélt man im Fall (%):

B, THA-C nach Induktionsvoraussetzung
By THA— (C— B) nach Induktionsvoraussetzung
B3 F"(A—>(C—>B>)—>((A—>C)—>(/I—)B)) Ax2

By TFA—B 2mal MP

Im Fall (%) ergibt sich folgender Beweis:

By THA-C nach Induktionsvoraussetzung
By, THVz(A—C) Gen(By)

Da in A keine Variable frei vorkommt (also auch z nicht) :

By THYz(A—C)— (A—-VYzC) Ax5

By THA—=VYzC MP(Bs, Bs)

2.(a).
Sei By, ..., By, ein Beweis fiir I' -7 A. Zeige: I'-Va B; (j =0,...,m).
Induktion nach j:

° Bj € Ax \/

° Bj el
B; Voraussetzung
Bj — Vx B; Ax6, da x nicht frei in T’
Vx Bj MP

e B; entsteht durch MP aus Bj und By, d.h. B, = Bj, — Bj, dann lésst sich
folgender Beweis formulieren:

C: T'HVx By Induktionsvoraussetzung
Cy THVz (B, — Bj) Induktionsvoraussetzung
Cs I' V(B — Bj) — (Vo B, — Vo Bj) Ax5
04 I'kVz Bh — Vz Bj MP(CQ, Cg)
C5 'V Bj MP(Cl, C4)
2b.
“:>77:
B, THA
By T'HVx A Gen(B)
“<:’7:
By THVx A
By ThHVxA— Agx] Ax4, Substitution erlaubt
By THA MP(By, Bs)
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3.
Mit der Voraussetzung -r (D — —FE) — (E — —D) (Variante von Ax3 (zeigen!)):

“=": Es gelte I'; A - = B. Dann folgt aus dem Deduktionstheorem I' Fr A — —B.
Ein Beweis fiir I' - B — —A ist dann:

'rA— -B
I'-(A— -B)— (B— -A)
THB—-A (MP)

Die Behauptung I', B Fx —A folgt nun mit dem Deduktionstheorem.
“«=": symmetrisch zu “=" [ |

2.27 Definition. Sei I' C Form. I" heifit konsistent, falls es kein A € Form gibt, mit
Pl—]:A und I" I—j: —A.

Beachte: I' ist genau dann konsistent, wenn jede endliche Teilmenge von I' konsistent
ist. Ist " inkonsistent (d.h. nicht konsistent), dann gilt I' -+ A fiir jede Formel A.

Genau dann ist I' U {—A} inkonsistent, wenn I' Fr A gilt; genau dann ist I' U {A}
inkonsistent, wenn I' Fx = A gilt.

Ist I' inkonsistent, so ist I' nicht erfiillbar: Sei ndmlich A eine Formel mit I"' Fr A und
I' Fr —=A und sei I eine Interpretation, die I' erfiillt, dann folgt wegen I' = A und
I' = —A, dass I sowohl A als auch —A erfiillt. Widerspruch.

Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln ist konsistent.

2.28 Satz (Godel). Volistindigkeit der Aziomatisierung: Seien A € Form, ¥ C Form,
dann gilt:

1. &dquivalent sind

o - A,
[ I—J:Aund
[ ] I—j:/ A

2. ¥ ist genau dann konsistent, wenn X erfiillbar ist.

3. Genau dann gilt ¥ -7z A, wenn ¥ = A gilt.

Beweis. s. Yasuhara [1971] bzw. Enderton [1972]

2.29 Definition. Sei L eine Sprache erster Stufe. I' C Formj heifit logische Theorie
erster Stufe, falls T' abgeschlossen ist gegeniiber logischer Folgerung, d.h. fiir alle A €
Form gilt T = A genau dann, wenn A € T

2.30 Bemerkungen. Sei L Sprache erster Stufe.
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. T = {A | A allgemeingiiltig} ist eine Theorie. Sie ist in jeder Theorie iiber L

enthalten.

. Ty, ={A | ¥ E A} ist eine Theorie (X C Form).

Angenommen T¥, = A und I sei eine Interpretation, die ¥ erfiillt, dann ist I(Tx) =
lund I(A) =1,dh. ¥ = Aund A € Tx. Ty ist die von ¥ erzeugte Theorie erster
Stufe.

. Ist T eine Theorie, dann gilt 7'+ A genau dann, wenn A € T.

Insbesondere: Ist T inkonsistent, dann 7' = Form .

. Sei R eine Struktur in L (d.h. es gentigt Interpretationen I = (D, I.) zu betrach-

ten), dann ist
Tr:={A € Form | R |= A, wobei A universeller Abschluss von A ist}

eine Theorie.

. T C Form ist genau dann eine Theorie, wenn {A | = A} C T und T abgeschlossen

gegeniiber Modus Ponens ist.

2.31 Definition. Sei T eine Theorie.

1.

2.

3.

T heif3t vollstindig, falls fiir jede abgeschlossene Formel A gilt: A € T oder —A € T.

T heifit (endlich) rekursiv ariomatisierbar, falls es eine (endliche) rekursive Teil-
menge ¥ C Form gibt, mit Tx, = {A | ¥ A} =T.

T heiflt entscheidbar, falls T eine entscheidbare Teilmenge von Form ist.

2.32 Bemerkungen.

D.

. Tg ist vollstindig fiir jede Struktur R. Auflerdem ist T konsistent.

. T ist genau dann erfiillbar, wenn 71" konsistent ist.

Ist T rekursiv axiomatisierbar, dann ist 1" auch rekursiv aufzdhlbar.

. Ist T vollstandig, konsistent und rekursiv axiomatisierbar, dann ist 7" entscheidbar.

Falls fiir jede abgeschlossene Formel A genau dann A € T gilt, wenn —=A & T gilt,
so ist “A € T” entscheidbar fiir abgeschlossene Formeln, da T rekursiv aufzihlbar
ist.

Ist T vollstéindig und konsistent, dann gilt 7" = T fiir eine Struktur R.

2.33 Beispiele.
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1. Th(N) ist das Relationalsystem < N;0,.5,+,*;= >, das die “natiirliche” Inter-
pretation der Sprache der Arithmetik iiber den Konstanten 0,.5,+ und * be-
zeichnet. (Ist » € N, dann hat das entsprechende Element i € L die Form
n=.S(5(...5(0)...)). Es gilt (Godel):

a) T
b) T

h(IN) ist nicht rekursiv!
h(IN) ist nicht rekursiv axiomatisierbar!

Eine Konsequenz ist, dass die Peano-Axiome P ... Ps keine Axiomatisierung von

Th(N) bilden.

P Vavy S(z) =5(y) »z =y
Py, Vx S(xz)#0
P; YVix+0==zx
Py VaVy x4+ S(y) = S(z+vy)
P; Vraxx0=0
Ps VaVyxxS(y) =zxy+zx
Py A, 0] = (Vz (A — A.[S(z)]) — Vx A),
falls = die einzige in Formel A frei vorkommende Variable ist.

2. Die Peano-Arithmetik (auch Arithmetik erster Stufe genannt), ist die Menge aller
Formeln (erster Stufe) iiber der Basis B = ({0,1,+,*},{<}), die in der Interpre-
tation I = (N, I.) allgemeingiiltig sind. Dabei soll I, den Funktionssymbolen und
dem Pradikatssymbol die iibliche Bedeutung geben. Die Prefiburger-Arithmetik
entspricht der Peano-Arithmetik, es entfillt jedoch das Multiplikationssymbol.

Es gilt: Die Peano-Arithmetik und die Prefiburger-Arithmetik sind vollstindige
Theorien. Die Prefiburger-Arithmetik ist entscheidbar und axiomatisierbar. Die
Peano-Arithmetik ist nicht entscheidbar, nicht rekursiv aufzéhlbar und nicht axio-
matisierbar.

3. Fiir die Theorie Th(R) (R bezeichnet die reellen Zahlen) iiber einer Sprache in
den Konstanten 0,1, 4+,* und < mit ihrer “natiirlichen” Interpretation gilt:

Th(IR) ist rekursiv entscheidbar!
Th(R) ist rekursiv axiomatisierbar!

Eine Axiomatisierung fiir Th(IR) besteht aus den Axiomen fiir Kérper (+ Nullstel-
len fiir Polynome) und zusétzlich:

—(z < x)
r<yNy<z—ax <z
r<yVy=zVy<cz
r<y—r+z<y+z
O0<zVi<y—0<zxy
O0<z—TJy(yxy==2x)
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4. Sei L eine Sprache erster Stufe mit Gleichheit und dem zweistelligen Pridikats-
symbol < . L habe keine Konstanten und Funktionssymbole. Sei DLO die zu L
gehorende Theorie mit folgenden Axiomen:

VaVyVz (e <y Ay <z — x < 2)
VaVy (z<yVe=yVy<x)

Vo =(z < x)

VaVydz (x <y — (x < zAz<y))
Vedydz (y <z Az < 2)

Interpretationen, die DLO erfiillen, sind dichte, linear geordnete Systeme ohne
Endpunkte. Beispiele dafiir sind die reellen Zahlen und die rationalen Zahlen, so-
wie offene Intervalle davon. DLO ist eine vollstdndige und entscheidbare Theorie
[Yasuhara, 1971].

2.4 Semantische Tableaux

Im Rest dieses Kapitels werden zwei Aufzdhlungsverfahren fiir die Pradikatenlogik erster
Stufe vorgestellt:

Frage: Gilt ¥ |= A fiir eine Formelmenge ¥ und eine Formel A? Sei ¥ C Form . Dann ist
Ty, = {A| ¥ | A} rekursiv aufzihlbar. Gesucht wird also ein “einfaches” (effektives)
Aufzéhlungsverfahren fiir die Formeln aus Ty,. Es gibt dafiir verschiedene Moglichkeiten:
Zum einen legt die Moglichkeit der Axiomatisierung die Idee nahe, alle moglichen Beweise
ihrer Lange nach aufzuzéhlen. Diese Moglichkeit ist aber normalerweise umsténdlich.
Eine andere Moglichkeit beruht auf der Aquivalenz von ¥ = A und “{%,-A} nicht
erfiillbar”. Man versucht aus der Voraussetzung, dass {X, ~A} ein Modell hat, so schnell
und so systematisch wie moglich einen Widerspruch herzuleiten, um ¥ = A zu beweisen.
Die Tableaux-Methode fiir die Pridikatenlogik erster Stufe beruht auf dieser Strategie.

2.34 Definition. Tableauz fiir die Pradikatenlogik erster Stufe.

Sei L eine pradikatenlogische Sprache erster Stufe in A,V,—,—,3 und V. Wie fiir die
Aussagenlogik (vgl. 1.29) werden die Formeln der Sprache in Klassen unterteilt:

1. Atomare und negierte atomare Formeln
2. a-Formeln (analog der Aussagenlogik: A A B,=(AV B),=(A — B) und -—A)

3. [-Formeln (analog zur Aussagenlogik: =(A A B),(AV B) und (A — B))

Mit der Einteilung in atomare, a- und S-Formeln sind jedoch nicht alle méglichen For-
meln einer pradikatenlogischen Sprache erster Stufe behandelt. Fiir Formeln mit Quan-
toren werden zusétzlich die folgenden Klassen definiert:

4. y-Formeln: Formeln der Struktur Vz A und -3z A (A € Form)

5. ¢-Formeln: Formeln der Struktur 3z A und —Vz A (A € Form)
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Als Regeln werden neben den Regeln fiir a- und S-Formeln aus Definition 1.29 fiir ~-
und J-Formeln zusétzliche Regeln eingefiihrt:

~v-Regeln:

5 ‘ Ve A ‘ —-dx A
’Y[t] ‘ Aar[t] ‘ _'Aar[t]

dabei ist ¢ ein beliebiger Term, der so gew&hlt ist, dass die Substitution erlaubt ist.
d-Regeln:
1) ‘ dx A ‘ -V A
o[yl [ Auly] | ~As[y]
dabei ist y eine Variable, mit der Einschrdnkung, dass y “neu” ist, d.h. ¥y kommt noch

nicht im Ast zu A,[y] (bzw. = A.[y]) vor, und die Substitution ist erlaubt. Statt y kann
auch eine neue Konstante “a” verwendet werden.

~v-Regeln und -Regeln werden bei der systematischen Tableau-Konstruktion wie frither
a- bzw. B-Regeln angewendet. Es ist bei jeder Anwendung jedoch darauf zu achten, dass
A, [t] eine erlaubte Substitution ist bzw. dass y “neu” ist.

0-Formeln brauchen nur einmal beriicksichtigt zu werden, und kénnen dann abgeharkt
werden. Dagegen kénnen y-Formeln nicht abgeharkt werden.

2.35 Lemma. Sei I" eine Menge von Formeln mit Universum U (von Termen), fiir die
folgendes gilt:

1. Fiir keine Formel A gilt A € I' und -A € T

2. Fiir jede a-Formel in T" gilt oy, a0 € T'.

3. Fiir jede B-Formel in I' gilt 8; € I oder B € I'.
4. Fiir jede y-Formel in T gilt y[t] € T fiir alle ¢t € U.

5. Fiir jede 6-Formel in " gibt es ein ¢t € U mit §[t] € T.
Dann ist I erfiillbar!

Beweis. Der Beweis kann analog des Beweises zu Lemma 1.33 gefiihrt werden. Dazu
wird eine Interpretation I = (U, ...) betrachtet, mit

I(P(t1,...,ty)) = 0, falls =P(t1,...t,) € I' und
I(P(ty,...,t,)) = 1 sonst,

fiir eine Formel P, die aus den Termen t1, .., t, € U und Préidikatskonstanten zusammen-
gesetzt ist.

Behauptung: I(A) =1, fiir alle A € T
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Induktion iiber den Aufbau von A :

Ist A atomar, eine a-Formel oder eine (3-Formel, dann ist [(A) = 1, wenn A € I' analog
zum Beweis von Lemma 1.33.

Ist (Az A) € T eine y-Formel, A € {V, -3}, dann gilt fiir jedes k € U, dass A,[k] € T
und somit nach gilt Induktionsvoraussetzung I(A;[k]) = 1, also ist auch I(Az A) =1

Ist (Az A) € T eine 6-Formel, A € {3, -V}, dann gibt es ein k € U, so dass A, [k] € T

und somit gilt nach Induktionsvoraussetzung I(A,[k]) = 1. Dann ist aber auch nach
Definition I(Axz A) = 1. |
2.36 Bemerkung. In Sprachen, die die Gleichheit “=” enthalten, wird zusétzlich eine
e-Regel eingefiihrt:
th =1t
A[tl — tQ] ’

d.h. in einer Formel A kann ein Term ¢; durch einen “gleichen” Term ¢ ersetzt werden,
wenn im Ast zu A der Knoten mit der Markierung t; = tsvorkommt.

2.37 Satz. Sei L eine Sprache erster Stufe und sei A € Formy,Y C Formy, .

1. = A gilt genau dann, wenn es gibt abgeschlossenes Tableau fiir = A gibt.

2. ¥ = A gilt genau dann, wenn es ein abgeschlossenes Tableau fiir ¥ U {—A} gibt.
Beweis. s. Smullyan [1968]
2.38 Beispiele.

1. E(Vx A— B) — 3z (A — B), z soll in B nicht frei vorkommen

-((Vx A— B) — Jx (A — B))

Vx A— B

Beachte dabei, dass =B;[a] = =B ist, da « in B nicht frei vorkommt.
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2. Sei' ={Vox AvVz B}, F=Vz (AV B).

Gilt ' = F?
Ve AV Vx B

-z (AV B)

—(Az [a] V By [a])

~v-Formeln kénnen nicht abgeharkt werden. Stattdessen kénnen immer wieder neue
Terme ¢ eingefiihrt werden, fiir die «[t] erfiillt werden muss.

3. Jz —p(z,z) £ —VzIy p(x,y) Gesucht ist eine Interpretation, die Modell fiir ¥ =
{3z —p(x,z),VeIy p(x,y)} ist.

Jz —p(x, x)
Va3y p(z,y)
—p(a, a)

Jy p(a,y)
p(a,b)

Jy p(b,y)

p(b, c)

In diesem Fall terminiert das Tableau nicht. Aus dem Tableau ldsst sich jedoch
eine Interpretation I iiber dem unendlichen Definitionsbereich {a,b,c,...} ablesen
mit I(p)(a,a) =0,I(p)(a,b) = 1,1(p)(b,c) = 1,1(p)(c,d) =1,..., die 3 erfiillt.

4. Sei A=Vz (p(x) Vq(x)) — (Vx p(z) V V g(x)).
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Frage: Ist A allgemeingiiltig (= A)?
~(Yz (p(z) v q(z)) — (Vo p(z) vV Va q(z)))
Va (p(z) V q(z))

=V p(x) V Vz q(z))

Offene vollstéindige Aste liefern Interpretationen, die =A wahr machen. Dieses
Tableau liefert die Interpretation I = ({a,b},...} mit I(p)(a) = 0,I(p)(a) =
1,1(q)(a) = 1 und I(q)(b) = 0. Also ist I(A) = 0 und es gilt nicht = A.

. Seien A; = VaIy p(x,y), A2 = Ve —p(z,z) und B = JxIy3Iz (p(z,y) A p(y,z) A
—|p($, Z)'
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Frage: Gilt {A;, A2} = B?

Va3y p(x,y)

Vo —p(z, x)

—3a3y3z (p(z,y) A p(y, 2) A —-p(, 2))
—p(a1, ar)

Jy pla1,y)

pla1,az)

—p(ag, az)

Fy p(az,y)

2(p(ax, a2) Aplaz, ar) A —plar, a1))

—p(a1,az) 2(plaz, ar) A —p(as,ar))

4

—p(az,ar) —=p(ar,ar)

p(a27a3) p(alva‘l)

p(afiv a3)

Aus dem Tableau kann die Interpretation I iiber {aj, as,as} abgelesen werden, mit
I(p)(a1,a1) = 0,1(p)(a1,a2) = 1,1(p)(az,az) = 0,1(p)(az,a1) = 0,1(p)(az,a3) =
1,1(p)(as,as) = 0. Somit ist I ein Gegenbeispiel zu {41, A2} = B, d.h. {41, A2} -
B,

Die Allgemeingiiltigkeit fiir beliebige Formeln iiber Sprachen der Pridikatenlogik erster
Stufe ist unentscheidbar. Wie sieht das aber fiir spezielle Formelklassen aus? In folgenden
Formeln sei A eine quantorenfreie Formel ohne Funktionskonstanten. (n,m € N)

1. Vzi... Vo, dyr ... Jy, A,

2. Va1...Vo,,YyVz, ... Vz, A,

3. Vo ... Vo, Iy JyaVzr ... V2, A,

4. Jyy ...y Vay .. Vo, A, (myn > 1) und

5. Vay ...V, Jy1FyaTysVz ... Vz, A, (m,n > 0).

Die Allgemeingiiltigkeit fiir Formeln der Art 1.,2. und 3. ist entscheidbar, fiir Formeln
der Art 4. und 5. ist die Allgemeingiiltigkeit nicht entscheidbar [Manna].
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2.5 Die Resolventen-Methode

Die Resolventen-Methode (auch Resolutionsmethode genannt) ist ein partielles Ent-
scheidungsverfahren fiir die Unerfiillbarkeit einer gegebenen Formel einer Sprache der
Pradikatenlogik erster Stufe. Das bedeutet, dass das Verfahren bei Eingabe einer nicht
erfiillbaren Formel B die Unerfiillbarkeit von B entdeckt und hélt, bei Eingabe einer
erfiillbaren Formel jedoch “unendlich” weiter laufen kann. Um zu testen, ob eine ge-
gebene Formel A allgemeingiiltig ist, wird man also die Resolventen-Methode auf die
Formel —A anwenden. Ist = A unerfiillbar (d.h. A ist allgemeingiiltig), dann wird das
Resolventenverfahren das feststellen und halten. Die Resolventenmethode ist Grundlage
fiir automatische Beweisverfahren und wird zur Interpretation von “Logik programmen”
eingesetzt.

Die Resolventen-Methode wird angewandt auf Formeln in einer speziellen Klauselform.
In diesem Abschnitt wird zunéchst ein effektives Verfahren eingefiihrt, mit dem man ei-
ne beliebige Formel A der Pridikatenlogik erster Stufe in eine Formel A’ in Klauselform
transformieren kann, ohne dass dabei die Eigenschaft von A erfiillbar zu sein oder nicht
verloren geht. Danach wird auf den Satz von Herbrand eingegangen, der einen grundle-
genden Einfluss auf die Entscheidungsprozeduren hat, die auf der Resolventen-Methode
beruhen. Schliefilich werden zwei solche Entscheidungsprozeduren vorgestellt, ndmlich
die Methode von Davis und Putnam und die Grundresolventen-Methode.

2.39 Definition. 1. Ein Literal ist eine atomare Formel oder eine negierte atomare
Formel.

2. Eine Klausel ist die Disjunktion einer oder mehrerer Literale.

3. Eine Formel der Prédikatenlogik erster Stufe ist in Klauselform (KLF), wenn sie
die Form hat
VaiVag .. Vo, [C1 ANCy A ... A C

Dabei bezeichnen die C; Klauseln, und die 1,2, ..., z, sind alle Variablen, die in
den Cj vorkommen (1 < j < k). Va Vs ... Vo, heit Prafiz und [C1 ACaA. .. ACy]
die Mantisse der Formel.

Beachte: Eine Formel A ist genau dann in KLF, wenn A abgeschlossen und in PKNF ist
und der Prifix kein 3-Quantor enthélt.

2.40 Lemma (Skolem). Jede Formel D der Prédikatenlogik erster Stufe kann in eine
Formel D’ in Klauselform transformiert werden, so dass D genau dann erfiillbar ist,
wenn D' erfiillbar ist.

Beweis. Die Transformation geschieht durch die Konstruktion einer endlichen Folge von
Formeln Dy, ..., Dy, sodass D; = D und D,, = D’ und fiir jedes j, mit 1 < j < n, gilt: D;
ist genau dann erfiillbar, wenn D;; erfiillbar ist. Das Transformationsverfahren besteht
aus 9 Schritten. Bis auf Schritt 7 ist die Invarianz im Bezug auf die Erfiillbarkeit fiir alle
Schritte offensichtlich. Eine Rechtfertigung fiir Schritt 7 wird im Anschluss gegeben.
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Verfahren: Gegeben eine Formel D.

Schritt 1: Bilde den existentiellen Abschluss von D.

Schritt 2: Eliminiere in D alle iiberfliissigen Quantoren.

Schritt 3: Benenne gebundene Variablen, die mehrfach in D quantifiziert werden um.

Schritt 4: Eliminiere durch logische Umformungen in D alle Operatoren, die von A, V, —
verschieden sind.

Beispiel: Ersetze (A — B) durch (A V B) und (IF ATHEN BELSEC) durch (-4 V
B)A(AV(O).
Schritt 5: Schiebe alle = so weit nach innen, bis sie vor einem (positiven) Literal stehen.

Beispiel: Ersetze (=Va A) durch (3x —A), =(AV B) durch (-A A =B) und -—A durch
A.

Schritt 6: Ziehe die Quantoren nach rechts.

Beispiel: Ersetze Az (A * B) durch (A x Az B), falls  nicht frei in A vorkommt, und
durch (Az Ax B), falls z in B nicht frei vorkommt (A € {3,V},* € {V,A}).

Schritt 7 : Eliminiere existentielle Quantoren durch Einfithrung von Skolem-Funktionen
(eventuell auch nullstelligen): Wahle die erste Teilformel (von links) der Form Jy B(y)
und ersetze sie durch By[f(x1,...,2,)], (n > 0), wobei

1. x1,...,x, alle unterschiedlichen freien Variablen in Jy B(y) sind, die links von
Jy B(y) universell quantifiziert sind, und

2. f eine n-stellige Funktionskonstante ist, die noch nicht vorkommt.

Schritt 8 : Schiebe die V-Quantoren nach links.

Schritt 9 : Bringe die Matrix (durch Anwendung der Distributivgesetze) in Konjunktive
Normalform.

Fiir die durch einmalige Anwendung der Ersetzung aus Schritt 7 aus einer Formel D; =
Jy B(y) entstehende Formel D1 = By[f(z1,...,zy)] gilt: D ist genau dann erfiillbar,
wenn D; i erfiillbar ist. Denn: Ist D; erfiillbar, dann muss es dafiir ein Modell I geben,
so dass es fiir jede mogliche Belegung fiir die Variablen z1,...,z, ein oder mehrere
Werte fiir y gibt, mit denen D; wahr wird. Betrachte nun eine Interpretation I’, die zu
I identisch ist, die aber zusétzlich eine n-stellige Funktionskonstante f so interpretiert,
dass f(x1,...,x,) fiir jede Belegung von 1, ..., x, gerade das Funktionsergebnis liefert,
das y annechmen kann um D; wahr zu machen. Dann ist I’ ein Modell fiir D (d.h. Dj4q
ist erfiillbar). Mit einem &hnlichen Argument (ausgehend von einem Modell fiir D)
kann die Umkehrrichtung gezeigt werden. [ |

2.41 Beispiel. Transformieren einer Formel in eine Formel in KLF. Betrachte die Formel
A=V {p(z) — Iz {=Vy [q(z,y) — p(f(z1))] Ay [q(z,y) — p(z)]}}-
1. Existentieller Abschluss und Elimination von Quantoren:

Fu1Va {p(z) — {=Vy [q(z,y) = p(f(21))] AVy [q(z,y) — p(x)]}}
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2. Umbenennung von y:

Jz1Vr {p(x) — {=Vy [a(z,y) — p(f(21))] A V2 [g(z, 2) — p(2)]}}
3. Elimination von —:

Fz1Va {-p(x) V{=Vy [~q(z,y) vV p(f(21))] A V2 [a(, 2) V p(a)]}}
4. = nach innen:

Jz1Ve {—p(x) V {Fy [q(x,y) A —p(f(21))] A2 [~q(z,2) V p(2)]}}

ot

. Schiebe Quantoren nach rechts:
Ja1Va {-p(z) V {[Fy a(z,y) A =p(f(2))] A [Vz =gz, 2) V p(2)]}}

6. Eliminieren der Ex.-Quantoren 3z; und Jy:

Va {-p(z) v {la(z, g(x)) A =p(f(a))] A V2 ~q(z, 2) V p(2)]}}
7. Quantoren nach links:

Vavz {-p(x) V {la(z, g(x)) A —p(f(a))] A [a(z, 2) V p(x)]}}
8. Distributivgesetze anwenden:

Vavz {[-p(x) V q(z, g(2))] A [=p(x) V =p(f(a)] A [-p(2) V —q(z, 2) V p(a)]}

SchlieBlich erhéilt man nach Vereinfachungen die Formel in Klauselform:
Vo {[=p(z) V a(z, g(x))] A —p(f(a))}-

Nach Definition ist eine Formel A unerfiillbar genau dann, wenn I(A) = 0 fiir jede
Interpretation I, also insbesondere fiir jeden Definitionsbereich fiir 1. Beim Beweis fiir
die Unerfiillbarkeit von A wire es jedoch von grofem Nutzen, wenn man irgendeinen
(“kleineren”) festen Definitionsbereich D so bestimmen konnte, dass A in D genau dann
unerfiillbar ist, wenn A {iberhaupt unerfiillbar ist. Tatséchlich gibt es einen solchen
Definitionsbereich.

2.42 Definition. Sei A € Form. Das Herbrand-Universum (H4) fiir eine Formel A ist
die Menge aller Terme, die aus den Individuenkonstanten und den Funktionskonstanten,
die in A vorkommen, gebildet werden kénnen. Falls aus den Individuen- und den Funkti-
onskonstanten, die in A vorkommen, keine Terme gebildet werden kénnen, ist H4 := {a}
mit einer Individuenkonstanten a.

2.43 Beispiel. Sei A =V {[-p(z)Vq(z, g(v))|A-p(f(a))}, dannist Ha = {a, f(a),g(a), g(g(a)), g(f(a)), f
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2.44 Definition. Eine Herbrandinterpretation fiir eine (geschlossene) Formel A ist eine
Interpretation I = (Hag,...), die

1. jeder Individuenkonstante a in A den Term a aus H 4 zuordnet,

2. jeder n-stelligen (n > 1) Funktionskonstanten f, die in A vorkommt, eine Funktion
I(f): H\™ — Hj zuordnet, die die Terme t1,ts,...,t, € H4 auf den Term (als
Zeichenkette) f(t1,...,tn) € Hy abbildet.

Herbrandinterpretationen unterscheiden sich also nur auf den Pradikatskonstanten.

2.45 Satz. Eine Formel A in KLF ist genau dann unerfiillbar, wenn A in allen Herbran-
dinterpretationen unerfiillbar ist [Manna, 1974].

Sei A eine Formel in KLF der Form A = Vz;...Vz, [C; A ... A Ck]. Die Grundin-
stanz einer Klausel C; (1 < j < k) von A ist die Klausel, die man erhélt, wenn man
alle Individuenvariablen in C; durch Terme aus H 4 ersetzt. Solche Klauseln, die keine
Individuenvariablen enthalten heilen Grundklauseln.

2.46 Satz (Herbrand). Eine Formel A in Klauselform ist genau dann unerfiillbar, wenn
es eine endliche Konjunktion von Grundinstanzen ihrer Klauseln gibt, die unerfiillbar
ist.

Dieser Satz legt ein Verfahren nahe die Unerfiillbarkeit einer Formel in Klauselform zu
testen. Das Verfahren ist unter dem Namen “Herbrand-Prozedur” bekannt.

2.47 Herbrand-Prozedur. Sei A eine Formel in KLF mit n Klauseln. Erzeuge der
Reihe nach alle Grundklauseln G; aus den Klauseln C; (1 < j < n) von A und priife,
ob ihre Konjunktion unerfiillbar ist.

Bei Durchfithrung der Herbrand-Prozedur tauchen zwei Probleme auf. Zum einen stellt
sich die Frage, wie man die Grundklauseln systematisch erzeugen kann, und zum anderen,
wie man testen kann, ob eine Konjunktion von Grundklauseln unerfiillbar ist.

Es gibt zwei bekannte Verfahren, die Unerfiillbarkeit einer Konjunktion von Klauseln zu
testen: die Methode von Davis und Putnam und die Grundresolventen-Methode.

Hier soll die Grundresolventen-Methode vorgestellt werden. Sie beruht auf der (Grund-)
Resolventenregel.

2.48 Definition. Die (Grund-) Resolventenregel kann wie folgt beschrieben werden:

Fiir je zwei Grundklauseln G und H, von denen eine ein Literal [ und die andere dessen
Komplement —I enthilt, konstruiere eine neue Klausel K als Disjunktion von G’ und
H'. Dabei bezeichne G’ bzw. H’ die Formeln, die man aus G bzw. H erhilt, wenn
man alle Vorkommen von [ bzw. =/ in G und H streicht. Doppelte Vorkommen von
Literalen in K werden gestrichen. K heifit Resolvent(e) von G und H. Im Spezialfall,
dass die betrachteten Klauseln jeweils nur aus dem Literal [ bzw. —[ bestehen, ist die
entstehende Klausel K die leere Klausel, notiert “01”.
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Das folgende Lemma beschreibt das Hauptresultat des Verfahrens. Es beruht auf der
Beobachtung, dass S = G1 A G2 A ... A G, genau dann unerfiillbar ist, wenn S A G,,41
unerfillbar ist, wobei G411 eine Resolvente aus zwei Klauseln von § ist.

2.49 Lemma. Eine endliche Konjunktion von Grundklauseln S = Gi AGyA...AG,, ist
genau dann unerfiillbar, wenn durch wiederholte Anwendung der Grundresolventenregel
die leere Klausel O aus S hergeleitet werden kann.

Verfahren:
Starte fiir eine Klauselform S = G; A Gy A ... A G, mit

G
Go
Gn
und bilde alle méglichen Resolventen. Wird O hergeleitet, dann ist S unerfiillbar, sonst

ist S erfiillbar. Das Verfahren stoppt, da mit endlich vielen Literalen nur endlich viele
Klauseln gebildet werden kénnen.

2.50 Beispiele.

1.

p1(a) vV
pi(a) vV —p3(a)
ﬁplga) V p3(a)
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2. S = (pi(a) Vp2(b)) A =p2(b) A (=p1(a) V p2(b) V p3(a))

pi(a) V pa(b)
ﬁpz(b)
—p1(a) V p2(b) V p3(a)

NS TR W
3
[
—
S
N

Es konnen keine weiteren Klauseln erzeugt werden. S ist also erfiillbar in Interpretationen
I, mit I(p1)(a) =1,1(p3)(a) = 0 und I(p2)(b) = 0.

Zwar liegt mit der Grundresolventenregel ein Verfahren vor, das Unerfiillbarkeitsproblem
fiir eine endliche Konjunktion von Grundklauseln zu entscheiden. Das zweite wichtige
Problem bei der Implementierung des Herbrandverfahrens ist damit jedoch noch nicht
gelost: Die systematische Erzeugung der Grundinstanzen zu einer Klausel. Fiir die mei-
sten priadikatenlogischen Formeln miissen sehr viele Grundinstanzen erzeugt werden, be-
vor eine nichterfiillbare Konjunktion darunter ist. Um das Erzeugen von Grundinstanzen
zu umgehen, fithrte Robinson die Resolutions-Regel ein. Sie ist eine Generalisierung der
Grundresolventenregel: Man kann sie direkt auf eine Konjunktion von Klauseln (also
nicht unbedingt auf Grundklauseln) anwenden, um deren Unerfiillbarkeit zu zeigen.

2.51 Beispiel. Frage: Ist

A = [Va3y p(,y) AVy3z q(y, 2)] — Yz3y3z (p(z,y) A q(y, 2))

allgemeingiiltig? Zuerst wird = A in eine Formel B in Klauselform transformiert:

B = VavyVy ¥z [p(x, f(x)) A q(y, 9(y)) A (=pla, y1) V =q(y1, 2))].

Das Herbranduniversum fiir B lautet Hg = {a, f(a), g(a), f(f(a)), f(g(a)),...} Um mit
der Grundresolventenmethode zu zeigen, dass B unerfiillbar ist, generiert man nachein-
ander die Grundinstanzen fiir die Klauseln aus B und testet sukzessive, ob deren Kon-
junktion unerfiillbar ist: [p(a, f(a)) A q(a,g(a)) A [7p(a,a) V —q(a,a)]... Ap(a, f(a)) A
q(f(a) g(f(a))) Al[=p(a, f(a)) vV =q(f(a), g(f(a)))]]-

Erst aus dieser Konjunktion kann die leere Klausel hergeleitet werden:

L p(a, f(a))

2. q(f(a),9(f(a)))

3. =pla, f(a)) vV —q(f(a), g(f(a)))

4. —q(f(a),9(f(a))) R(1,3)
5. O R(2,4)

Die Idee der allgemeinen Resolutionsmethode ist, die Klauseln (einer Formel wie B)
direkt zur Resolution heranzuziehen, ohne den Umweg iiber ihre Grundinstanzen zu
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machen. Am Beispiel der Formel B soll hier zunéchst illustriert werden, wie das Verfahren
arbeitet:

Zunichst die Klauseln von B :

L p(z, f(z))
2. q(y,9())
3. —pla,y1) V —q(y1, 2)

Betrachte die Klauseln 1. und 3. Zwar ist das Literal aus 1. zu keinem Literal der dritten
Klausel invers, ersetzt man jedoch die Variable x durch die Konstante a und die Variable
y1 durch den (konstanten) Term f(a), dann erhilt man die Klauseln

V. pla, f(a))
3. —pla, fa)) vV —q(f(a), 2)

Fine solche Ersetzung heifit Substitution und wird notiert als

{(:C, CL>, <y1a f(a)>}

Die Substitution leistet im obigen Fall etwas besonderes, durch sie werden p(z, f(z)) und
p(a,y1) zur selben Formel p(a, f(a)). Die Substitution {(z,a), (y1, f(a))} wird deshalb
auch Unifikator genannt. Man koénnte natiirlich noch zusétzlich die Variable z durch a
oder f(a) usw. substituieren. Die dann entstehende Substitution wére ebenfalls ein Uni-
fikator. Sie wiirde aber Informationen enthalten, die zum Unifizieren (“Gleichmachen”)
von p(x, f(x)) und p(a,y;) nicht notwendig sind. In diesem Sinne ist der Unifikator
{{z,a), (y1, f(a))} allgemeiner. Ja, es gibt in diesem Falle keinen Unifikator, der all-
gemeiner ist. {(x,a), (y1, f(a))} wird deshalb auch Allgemeinster Unifikator oder Most
General Unifier (MGU) genannt.

Resolviert man nun die Klauseln 1’. und 3'. miteinander, dann erhilt man
4. _‘Q(f(a)7 Z)

als Resolvente. Durch Anwenden der Substitution {(y, f(a)), (z,9(f(a)))} auf die Klau-
seln 2. und 4. werden diese unifiziert und man erhélt als Resolvente aus beiden:

5. O

2.52 Definition. Eine Substitution o ist eine endliche Menge der Form

{{v1,t1), .., (Un,tn)},

wobei die v; (1 < j < n) voneinander verschiedene Variablen sind und die t; von v;
verschiedene Terme sind. Jedes Element (v;,t;) heiit Bindung fiir v;.

2.53 Definition. Sei 0 = {(vy,t1),...,{vn,t,)} eine Substitution und F ein Literal.
Dann ist Fo, die Instanz von E, das Literal, das aus E durch gleichzeitiges Ersetzen
jedes Vorkommens der Variablen v; in E durch die Terme ¢; (j =1,...,n) entsteht.
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2.54 Definition. Seien o = {(u1,s1),...,(Un,sn)} und 7 = {(v1,t1),..., (Vm,tm)}
Substitutionen. Die Komposition o7 von o und 7 ist die Substitution, die man aus
der Menge {(u1,$17), ..., (Un, SnT), (V1,t1), - - -, (Um, tm) } erhilt, wenn man jede Bindung
(uj,s;7) mit u; = s;7 (1 < j < n) und jede Bindung (v, t5) mit vy € {u1,...,up} (1 <
k < m) daraus entfernt.

2.55 Definition. Die durch die leere Menge gegebene Substitution e heifit Identitdts-
substitution, d.h. xe = x fiir jede Variable x.

2.56 Definition. Sei S = A; V...V A, eine Disjunktion atomarer Formeln A; (1 <
j < n). Eine Substitution o heifit Unifikator fiir S, falls Ajo = Ayo = ... = Ao
gilt. Gibt es fiir S einen solchen Unifikator, dann heifit S unifizierbar. Ein Unifikator
heift allgemeinster Unifikator oder most general unifier (MGU) fiir S, wenn es fiir jeden
Unifikator 7 von S eine Substitution v gibt, so dass 7 = owv.

2.57 Definition. Sei S eine endliche Disjunktion von Literalen. Das “disagreement set”
von S wird wie folgt definiert: Suche die am weitesten links stehende Symbolposition in
den Literalen von .S, an denen sich die Literale unterscheiden und bestimme fiir jedes
Literal in S den Teilterm, der an der gefundenen Position beginnt. Die Menge all dieser
Teilausdriicke ist das “disagreement set”.

2.58 Beispiel. Das “disagreement set” fiir die Disjunktion
p(z,9(f(y,2),2),y) Vp(z,9(a,b),0) V p(z, 9(g(h(z), a)y, h(z))

ist die Menge {f(y, 2),a, g(h(x),a)}.

2.59 Satz (Unifikationstheorem). Gegeben folgender Unifikationsalgorithmus:
Unifikations - Algorithmus

Eingabe: S= A; V...V A,, eine Disjunktion von atomaren Formeln Aq,..., A,.

Ausgabe: MGU oy, fiir S, falls dieser existiert, oder eine Meldung, dass S nicht unifizierbar
ist sonst.

Verfahren:

1. Setze k =0 und o}, = e.

2. Falls oy, Unifikator fiir S ist, dann stoppen, oy, ist gesuchter MGU.

Ansonsten finde das “disagreement set” Dy von Sop = Ajop V...V A,0k.

3. Gibt es v und t in Dy, derart, dass v eine Variable ist, die nicht in ¢ vorkommt,
dann setze o411 := o U {(v,t)}, erhdhe k um 1 und fahre mit Schritt 2 fort.

Ansonsten melde, dass S nicht unifizierbar ist und stoppe.

Falls S unifizierbar ist, hélt der Algorithmus und liefert einen MGU fiir S als Ergebnis.
Ist S nicht unifizierbar, hilt der Algorithmus und meldet, dass S nicht unifizierbar ist.
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Die nachfolgend vorgestellte Resolutions-Regel basiert auf der Resolventenregel.

2.60 Definition (Resolutions-Regel). Seien C7 und Cy Klauseln ohne gemeinsame Va-
riablen (Diese Bedingung ist keine Einschrinkung, denn sie kann durch die Transfor-
mation einer Klausel Cj in eine dquivalente Klausel C} (j € {1,2}), in der die Va-
riablen, durch die die Bedingung verletzt wurde umbenannt wurden, stets erfiillt wer-
den.) und ist p(tgl),...,t,(:)) V...V p(tgn),...,t,(cn)) eine Teildisjunktion von C7 und
ﬂp(sgl), . ,s,(cl)) V...V ﬁp(sgm), ... ,s,(cm)) eine Teildisjunktion von Cs, so dass es einen

MGU g gibt fiir die Disjunktion p(tgl), - ,t,(gl))\/. . .\/p(tgn), . ,tlgn))v—'p(sgl), e s,(gl))\/

SV ﬁp(sgm), ce s,gm)) mit dem Faktor p(rq,...,rg) der Disjunktion. Dann konstruiere

als Resolvente von C1 und Cs die Klausel (' aus der Disjunktion von C7 8 und Cy nach
Streichen von p(ri,...,rg) aus C15 und —p(ry,...,7x) aus Cof3.

2.61 Satz (Robinson). Eine Formel S in Klauselform ist genau dann unerfiillbar, wenn
die leere Klausel aus S mit der Resolutions-Regel hergeleitet werden kann.

2.62 Beispiel. Um zu beweisen, dass die Formel
A ==3yvz [p(z,y) < =3z [p(z, 2) Ap(z, 2)]]
allgemeingiiltig ist, wird mit der Resolutionsmethode gezeigt, dass
vz [p(z,y) < ~3x [p(z,2) A p(z, 2)]]
unerfiillbar ist. Die = A entsprechende Formel in Klauselform lautet
VaVa [[-p(z,a) V —p(z,2) V op(z, 2)] Afp(z, f(2)) V p(z,@)] Alp(f(2), 2) V p(z,a)]]

und enthélt die Klauseln (nach Umbenennung der Variablen)

1. —p(z1,a) V —p(z1,21) V —p(aq, 21)
2. p(za, f(22)) Vp(22,a)
3. p(f(z3),23) V p(23,0)

Um die Klauseln 1. und 2. zu resolvieren, werden die Teildisjunktionen —p(z1,a) V
—p(z1,21) V —p(x1, 21) aus Klausel 1. und p(ze, a) aus Klausel 2. betrachtet. Der MGU
von —p(z1,a) V —p(z1,21) V —p(x1,21) V p(z2,a) lautet

{<x1’ CL>, <Z2’a>’ <Z1’ a>}

Deshalb erhilt man als Resolvente der 1. und 2. Klausel

4. pla, f(a))

Ahnlich erhilt man aus den Klauseln 1. und 3. mit den Teildisjunktionen —p(z1,a) V
—p(z1,21) Vp(x1,21) und p(z3,a) den MGU {(z1,a), (21, a), (z3,a)} und die Resolvente

5. p(f(a),a)
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Als MGU von —p(x1,21) V p(a, f(a)) erhélt man {(z1,a), (21, f(a))} und deshalb als
Resolvente von Klausel 1. und Klausel 4:

6. —\p(f(a), a)
Schliefflich erhalt man die leere Klausel als Resolvente der Klauseln 5. und 6.
7. 0O

Also ist die Formel —A unerfiillbar und A allgemeingiiltig.
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