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Aufgabe 6.1. Sei f(z,b) =puy <b.(y-y<zA(y+1)-(y+1)>z)fa xbeN.

Sei weiter f(x) =

Aufgabe 6.2.

Bew.:

~

f(z,z) fa. x € N,
a) (i) Beh.: maz : N> — N mit

maz(x,y) = {

fa. x,y € Nist in P(N).

T x>y
Yy , sonst

Es gilt: maz(z,y) =z + (y —z) fa. 2,y €N

Dabei bezeichnet — hier die nichtnegative Differenz (siehe Skript
Bsp. 6.9) Nach Vorlesung sind +, — € P(N) und damit auch

maz € P(N).

Um einen primitiv rekursiven Ausdruck fiir maxz angeben zu kénnen,
zeigen wir zunéchst, dass folgender primitiv rekursiver Ausdruck die
nichtnegative Differenz — : N> — N darstellt:

m:= REK(PROJ(1), KOMP(PRED, PRO.J(2)))

Dabei bezeichnet PRED die Vorgéanger-Funktion in N (siehe Skript Bsp.
6.4) Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion tiber y, dass gilt:

frl,y) =2 —y.

LA fr(z,0) = frros)(2,0) =2 =1 -0
L.V.: Es gelte fr(xz,y) =2 —y
LS. fo(z,y+1) = fxkompPrED,PROJ(2) (T, [£(2,Y),y)

—_JfPRED(fpros(r,x —y,y))

Lv.
= PRED(x —vy)
(x—y)—1 fallsx—y>0

0 falls v —y <0
r—(y+1) fallsz >y
1o falls z < y

=z — (y+1) (Def. —)
Ein primitiv rekursiver Ausdruck fiir + : N> — N ist laut Vorlesung:
7:= PEK(PROJ(1), KOMP(SUCC,PROJ(2))).
Fiir maz : N> — N ergibt sich damit der Ausdruck K:
K:= KOMP(r,PROJ(1), KOMP(x, PROJ(2), PROJ(1))).
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Alt. Bew.:

y <y
T , sonst

Mit Lemma 6.18 und der Definition max(z,y) = {
erhalten wir:
maz(r,y) = x<(z,9) y+(1—x<(2,y))
= sgly—x)-y+(1—sgly—x)) -z
Primitiv rekursiver Ausdruck fiier sgn:
SG = REK(NULL, KOMP(SUCC,NULL))
Primitiv rekursiver Ausdruck fiier Konstante 1:

1= KOMP(SUCC,NULL)

Primitiv rekursiver Ausdruck fiier die Multiplikation:

MULT(X,Y) = REK(NULL, KOMP(ADD, PROJ(1), PROJ(2)))

(ii)Beh.:

Bew.:

Alt. Bew:

(Beweise fiir die Korrektheit der primitiv rekursive Ausdriicke
sind mit vollsténdiger Induktion analog — (s.0.) zu fiihren)
Damit ergibt sich: max(z,y) = f](\j)AX(x, y) mit
MAX = KOMP(1, KOMP(MULT, KOMP(SG,
KOMP(m,PROJ(2),PROJ(1))), PROJ(2)),
KOMP(MULT, KOMP(r,1, KOMP(SG,
KOMP(rn, PROJ(2),PROJ(1)))), PROJ(1)))

x Sfallsx <y

min : N> — N mit min(z,y) = {
y  sonst

fa. z,y € Nist in P(N).

Es gilt min(z,y) = (z + y) — mazx(z,y) f.a. x,y € N (dabei bezeichnet
— hier wiederum die nichtnegative Differenz).

Nach Vorlesung sind +, —, maz € P(N) und daher auch min € P(N).
Fiir min : N> — N ergibt sich der primitiv rekursive Ausdruck
KOMP(m,1,K).

Dabei bezeichnet 7 den Ausdruck fiir — : N> — N, 7 den Ausdruck fiir
+:N? — N und K den Ausdruck fiir max : N> — N aus (i).

min(z,y) = sg(y — ) -z + (1 —sg(y —2)) -y
(siehe auch Alt. Bew. fiir (i)). Damit ergibt sich als primitiv
rekursiver Ausdruck fiir min:

MAX = KOMP(r, KOMP(MULT, KOMP(SG,
KOMP(x, PROJ(2), PROJ(1))), PROJ(1)),
KOMP(MULT, KOMP(r,1, KOMP(SG,
KOMP(r, PROJ(2), PROJ(1)))), PROJ(2)))
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(iii)Beh.: ggT : N> — Nmit ggT'(z,y) ist der grosste gemeinsame Teiler von z und y
ist in P(N).

Bew.: Moglichkeit 1:
Es gilt nach Definition von ggt:
x y=20
99T (z,y) = ¥y z=0fa z,y€eN.
T — <o ((x — 2)|x A (x — 2)|y) sonst
Nach Vorlesung sind —, |, A € P(N) und P(N) abgeschlossen bzgl. be-
schriankter p-Rekursion. Auch Fallunterscheidungen dieser Art sind in
P(N) erlaubt. Damit gilt: g¢g7" € P(N) Moglichkeit 2: Nutze aus, dass
sich der grofite gemeinsame Teiler
von x,y berechnen lédsst durch:

x falls y =0

T(x,y) =
997z, y) {ggT(y,x mod y) sonst

Zum Beweis, dass diese Definition primitiv rekursiv ist: Nach Vorle-
sung ist Wertverlaufsrekursion primitiv rekursiv, und es gilt f.a. y > 0

(y,z mod y) < (z,y) (mit geeigneter Ordnung <). Auch Fallunterschei-
dungen dieser Art sind primitiv rekursiv.

Moéglichkeit 3:
99T (z,y) = pa < y.(alz A alb AVB((b < y Ablz Ably) — bla))

Siehe dazu auch Ubungsblatt 3. Zum Beweis, dass diese Definition pri-
mitiv rekursiv ist: Nach Vorlesung sind Fallunterscheidung dieser Art
primitiv rekursiv, P(N) abgeschlossen bzgl. beschriankter Allquantifizie-
rung und bzgl. beschrénkter p-Rekursion und A und | € P(N).

(iv)Beh.: kgV ist in P(N).

Bew.: kgV(z,y) = (z-y)divggT(x,y). Da -, 99T, div € P(N) — kgV" € P(N).

Alt. Bew.:
kgV'(x,y,m) = pa < m.(z|a Ayla AVD < m(x|b Aylb— alb))

kgV (z,y) = kgV'(z,y,z - y)
Wir benutzen nur beschranke Minimierung, beschranke All-Quantifizierung
und primitiv rekursive Relationen. Siehe auch Ubungsblatt 3. Zu beach-
ten ist die Stelligkeit der Relationen kgV'’ und kgV'.
b) Beh.: Relation P mit P(x) gdw. x ist Primzahl ist primitiv rekursiv.



Bew.: Sei x : N — {0,1} mit

x(@) =x=0_x(z,2),2)

fa. zeN.
Da die konstanten Funktionen,x— und x| in P(N) liegen und P(N) abgeschlossen
ist bzgl. beschrankter Summation ist auch x € P(N).
X(0) = x(1) = 0. x(z) = 1 fiir x > 1 gdw. die Anzahl der Teiler von z in der
Menge {0,1,...,z} gleich 2 ist.
— x=xpr — xp € P(N).
Alt. Bew.:
P(n) < Ve <n.((x >1Azn) =z =n)
Da wir nur beschrianke All-Quantifizierung und primitive Relationen benutzen,
ist P(z) ist primitiv rekursiv (Lemma 6.16).

Aufgabe 6.3. ad (1):

Seien f1, fo : N — N definiert durch

f1(0) =1
f2(0) =1
fily+1) = fily) + fo(v)
foly+1) = fily) * f2(y)

Beh.: fi, fo € P(N).

Bew.: (1) Wir definieren g : N — N? durch

g(x) = (1,1)
und A : N3 — N2 durch
h(z1,xa,y) = (1 + X2, 1 - T2)
fiir alle x, 71, 79,y € N. Da +, - € P(N), ist auch h € P(N). Sei weiter F': N — N? definiert

durch

£(0) =9(0)

Fly+1) =h(F(y),)
fir alle y € N. Da die konstanten Funktionen sowie h € P(N) folgt mit Lemma 6.32
(simultane Rekursion) h € P(N).
(2) Es gilt:

fl(y) = }(>2}%0J(1)(F(y))

2

f2v) = firose (F(4)

fiir alle y € N. Nachweis mit Induktion iiber N.



) =1=f1(0)
) =1=/3(0)
+1)) = fPROJ b (M (y), )

= fPROJ 1 }(%?OJ ) (F(y ))—i_fPQ}%OJ(Q)(F(y))?

fPl%OJ(l)(F( )) * fPI%OJ(Q)(F(y)»

- fPROJ (F( ) + I(>2P20J (F(?J))

= /1(y) + f2(y) (nach IV)

= fily+1)

Analog zeigt man, dass fproye)(F(y+ 1)) = fo(y + 1)) gilt.
(3) Da fprosw und F' € P(N), ist auch fi, f, € P(N).

. (2)
y=0: F(>P§OJ(1)(F(0)
2
}(>}§OJ(2)(F( )
2
y—=y+1: feros(Fly

=)

ad (2)(a):

Sei g : N — N2 mit g(x) = (1,1) und h : N> — N? mit h(yi,vy0,2) = (Y1 + v, v1)-
Offensichtlich sind ¢ und A primitiv rekursiv. (siehe Def. 6.31)
Mit Lemma 6.32 ist auch
f: N — N? mit
f(0) = g(0)
fly+1) =h(f(y)v)

primitiv rekursiv.

Definiere F' : N — N durch

2
F/(JZ) = f]gj){oj(z)(f(x))'
Offensichtlich ist F” prim. rek. )
Mit Induktion iiber N zeigt man, dass F' = F” gilt. Der Nachweis wird als Ubung empfohlen.

ad (2)(b):

Sei g: N — N mit g = first, h: N*> - Nmit h(z,y,2) =y und w: N — N, w(z) = rest(z)
durch

f([E, 0) = 9<I)
fly+1) = hz, f(w(z),y),y)
Mit Lemma 6.11 f prim. rekursiv.
Es ist f = get, da:( Induktion iiber N).

Sei z € N
f(z,0)  =g(2) = first(2)
flzi4+1) = h(z, f(w(z),1),7)

= f(w(z), Z)

& get(rest(z),1)
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Aufgabe 6.4.
ad (1): ad: f(Z,b) = uy < b. RTy
Esist f(7,0) =0

f(@,b) Rxf(z,b)
b+1 sonst

f(@,b+1) :{
Sei g : N*™! — N mit g(7,y) =0, h : N2 — N mit

y Rzy
z sonst

h(Z,y,z) = {

Offensichtlich ist g prim. rek. Mit Lemma 6.45 ist auch h p-rekursiv.
Es ist

f(fv O) = g(T7 0)
f(@,b+1) = h(zZ, f(7,b),b)
Somit ist f p-rekursiv.
ad: g(T) = py. RTy ... trivial.

ad (2): Sei Rry : gdw. p¥ > x. R C N? ist entscheidbar! (warum?) Mit Aufgabenteil (1)
folgt: f,, ist p-rekursiv.
Wir setzen 0 := 0. Dann ist fiir alle n € N f,(0) =0
fo(1) =1, fuya(1) =0.
ad (3): Esist (n + 2)* > z fiir alle n,x € N (Nachweis mit Induktion). Die Definition von
g lasst sich somit umschreiben zu
g(z,n) =py <z.(n+2)Y > x
Definiere ¢’ : N> — N durch
gdn,z,z)=py < z.(n+2)¢>zx
Sei weiter R C N? definiert durch
Rnzxy < (n+2)Y >«

R ist entscheidbar. Mit Aufgabenteil (2) ist ¢’ somit prim. rekursiv.
Esist g(x,n) = ¢'(n,x, x)
— ¢ ist prim. rekursiv.

Informationen zur Vorlesung:
http://www-madlener.informatik.uni-kl.de/ag-madlener/teaching/ss2005/gdp/gdp.html



