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Abstrakte Reduktionssysteme: Begriffswelt

Definition 8.1 (U, —)U # @,— Binarrelation heit Reduktionssystem.
> Begriffe:

> x € U reduzibel gdw dy : x — y
irreduzibel

> x — y reflexiv, transitive Hiille, x = y transitive Hiille, x < y

reflexive, symmetrische, transitive Hiille. (Analog x = y...)

> X — y, y irreduzibel, so y Normalform fiir x.

> A(x) =A{y | x — y} unmittelbare Nachfolger.
» AT(x) echte Nachfolger, A*(x) Nachfolger.
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Begriffswelt

» A(x) =max{i|3dy: x i y} Ableitungskomplexitat. A : U — N

» — noethersch (terminierend, erfiillt Kettenbedingung), falls es keine
unendliche Kette x; — x» — x3 — - - - gibt.

» — beschrankt, falls A: U — N.

» — kreisfrer, mdx € U : x X x
/y )
» — lokal endlich x — } ,d.h A(x) endlich fiir alle x.

N

O
)
I
n
!
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Abstrakte Reduktionssysteme

Begriffswelt

Einfache Zusammenhange:

. . *k .
» — kreisfrei, so — Partialordnung.
» — noethersch, so — kreisfrel.

» — beschrankt, so — noethersch.
aber nicht umgekehrt!

> — C ;r>,:> noethersch, so — noethersch.

= ﬁl = = =
|
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Prinzip der noetherschen Induktion
—-vollstandig, falls

Definition 8.2 — Relation auf U, P Pradikat auf U. P ist

x € U.

vx[(Vy € AT(x) : P(y)) D P(x)]

PNI: Ist — noethersch und ist P —-vollstandig, so gilt P(x) fiir alle

= ﬁl = = =
|
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Prinzip der noetherschen Induktion

Anwendungen

Lemma 8.1 — noethersch, so hat jedes x € U mindestens eine NF.
(weitere Anwendungen Lemma von Konig)

Definition 8.3 “cnirale Eigenschaften: (U, —)

* * * *
» — konfluent gdw +— o —C— o «

* * *
» — Church-Rosser gdw +—C— 0 ¢

» — Jokal-konfluent gdw «— o —C—— 0 «

<1
» — streng-konfluent gdw +— o —C— 0 <

[ : zusammenfuhrbar

\L: * o *
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Wichtige Zusammenhange

Wichtige Zusammenhange

Lemma 8.2 — konfluent gdw — Church-Rosser.

Satz 8.1 (Newmann Lemma) Sei — noethersch, dann
— konfluent gdw — lokal konfluent.

Folgerung 8.1 a) — konfluent und x <~ y.

i) Ist y irreduzibel, so x — y. Insbesondere, wenn x,y irreduzibel, so
X =y.
i) x —— y gdw A*(x) N A*(y) # @.
iii) Hat x eine NF, so ist sie eindeutig.
iv) Ist — noethersch, so hat jedes x € U genau eine NF:
Schreibweise x |

b) (U,—) hat jedes x € U genau eine NF, so ist — konfluent, i. Allg.
nicht noethersch.

|
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|
Konvergente Reduktionssysteme

Definition 8.4 (U, —) konvergent gdw — noethersch und konfluent
Wichtig da: x —— y gdw x |=y |

— effektiv so Entscheidungsverfahren fiir WP:

Fir Programmierung: x X Loty ... th) = Wert*“

i. Allg. Unentscheidbare Eigenschaften

= ﬁl = = =
|
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Wichtige Zusammenhange

Terminierung und Konfluenz

Lemma 8.3 (U, —), (M, =), = WF Partialordnung. Gibt es p : U — M
mit p(x) = p(y), falls x — y, so ist — noethersch.

Beispiel 8.1 Oft

w € X*, |w| Lange, |w|, a-Lange a € .
WF-Partialordnungen auf 2*

> x >y gdw |x| > |y]

> x >y edw |x|; > |yla
> x>y gdw |x| > |y

X‘:‘y‘/\x>lexy

]

Beachte reine Lex-Ordnung nicht noethersch.
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Hinreichende Bedingung fur Konfluenz
Terminierung: Konfluenz gdw lokale Konfluenz
Ohne Terminierung gilt dies nicht!

Q@ -

-t

T
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Termersetzungssysteme
Hinreichende Bedingung fiir Konfluenz

0000

Abschwachung der Terminierung

Satz 8.2 — ist konfluent gdw fiir alle u € U gilt: aus u — x und u = y
folgt x | y.

> einseitige Lokalisierung der Konfluenz <

Satz 8.3 /st — streng konfluent, so ist — konfluent.

S,

®o——0©0

O =0 = =
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Hinreichende Bedingung fiir Konfluenz

Zusammenhang von Relationen

Definition 8.5 Zwei Relationen —1, —5 auf U kommutieren, falls gilt
1<*— O —*>2 g —*>2 O ]_<*—.
Sie kommutieren lokal falls gilt 1+— o —, C 550 1.

X

o =~ @ o > @
2 2

: :

| |

|

|

\/

ly ly 1V 1
® . 50 ® . 50

kommutierend lokal kommutierend
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Hinreichende Bedingung fiir Konfluenz

Zusammenhang von Relationen

Lemma 8.4 Sei — = —{ U —»

(1) Kommutieren —1 und —; lokal, und ist — Noethersch, so
kommutieren —1 und —».

(2) Sind —1 und —, konfluent und kommutieren, so ist auch —
konfluent.

Problem: Nicht -Orientierbarkeit:
(a) x+0=x, x+s(y)=s(x+y)
b)) x+y=y+x, (x+y)+z=x+(y+2)

> Problem: permutative Regeln (b) <
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Hinreichende Bedingung fiir Konfluenz

Nicht-Orientierbarkeit

Definition 8.6 (U, —,H) mit — Relation, H symmetrische Relation.

%k >k
Seild = oUH, ~ = H, ~ = 4,
— ., = NO—>ON,lN = LONO(i-

Gilt x |~ y, dann heiBen x,y € U zusammenfiihrbar modulo ~.
— heiBt Church-Rosser modulo ~: gdw = C |
— heiBt lokal konfluent modulo ~: gdw «— o — C |

— heiBt lokal koharent modulo ~: gdw «—otH C |
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Nicht-Orientierbarkeit- Reduktion Modulo H

~ |ISt.

Satz 8.4 Sei — . terminierend. Dann ist — genau dann Church-Rosser
®O-— 0~

modulo ~, wenn ~ lokal konfluent modulo ~ und lokal koharent modulo
° —

Haufigste Anwendung: Modulo AC (Assoziativitat + Kommutativitat)

= ﬁl = = =
|
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Aquivalenzrelationen und Reduktionsrelationen

Darstellung von Aquivalenzrelationen durch konvergente
Reduktionsrelationen

Situation: gegeben: (U, ) | gesucht: (U, —) mit
(i) — konvergent bzgl. Noetherscher PO > auf U und

(i) & = ~mit~ = H

Idee: Approximation von — durch Transformationen

(Hv(b) — (|_|07_>0) - (|_|17 —>1) - (|_|2, —>2) ...

Invariante im i-ten Schritt:
(i) ~ = (H;U<«<;)*" und
(ii) —; C >

;= () fiir ein i und —; konvergent.
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Aquivalenzrelationen und Reduktionsrelationen

Darstellung von Aquivalenzrelationen durch konvergente
Reduktionsrelationen

Erlaubte Operationen im i-ten Schritt:

(1) u —jy1 v, falls u > v und utH; v

(2) uH;y1 v, falls u j«+— w —; v

(3) verkleinere utH; v zu uH;11 w, falls v —; w

/iel: Grenzsystem
— = —5 = U{—ilieN}mitH, = 0

Also:
- — 00 € >, d. h. noethersch
- <L> =~

- — o konvergent !
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Aquivalenzrelationen und Reduktionsrelationen
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Graphische Darstellung einer Aquivalenzrelation
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Aquivalenzrelationen und Reduktionsrelationen

Transformation einer Aquivalenzrelation

e —— 0 e —— 0 o o
Y Y l l
o o o o [ ] o
AN BN N
[ ] : [ ] N o
v, v s
[ ] o [ ]

(a) (b) (c)
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(1) Orientieren

Inferenzsystem zur Transformation einer Aquivalenzrelation
besteht aus folgenden Regeln:

(H, — U{u — v})

Definition 8.7 Sei > eine Noethersche PO auf U. Das Inferenzsystem >
(H{uH v}, =) falls u > v
(2) Neue Konsequenz einfiihren

(H, =)

(HU{uHvT, =)

falls u <o — v
(3) Simplifizieren

(H U{uH v}, —)

(I—| U{u = W}, —>)

falls v.— w
= ﬁl = = =
|
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Aquivalenzrelationen und Reduktionsrelationen

Inferenzsystem (Fort.)

(4) Identitaten entfernen
(HU{uvH u},—)
(H,—)

(H, —) Fp (H', =) falls (H, —) mit P in einem Schritt in (H', —')
uberfuhrt werden kann.

=5 Uberfiihrungsrelation in endlich vielen Schritten.

Eine Folge ((H;, —/))icn heiBt P-Ableitung, falls
(|—|,', —>,') - (|—|,'_|_1, —>,'_|_1) fur alle 1 € N.
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Transformation mit dem Inferenzsystem
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_____ /\, AN
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R
0/ /

o
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Transformation mit dem Inferenzsystem

Eigenschaften des Inferenzsystems

Lemma 8.5 Sei (H, —) Fp (H', =)
(a) Ist - C >, sogilt auch —' C >
(b) Es gilt (HU <)* = (H U«/)*

Problem: Wann liefert P konvergente Reduktionsrelation — 7

|dee: Definiere Ordnung >p auf Aquivalenz—Beweisen, und zeige, daB das
Inferenzsystem P Beweise bzgl. >p verkleinert! Dabei sollten — o «~
Beweise in der Ordnung minimal sein.

|
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Transformation mit dem Inferenzsystem

Eigenschaften des Inferenzsystems

Definition 8.8 Sei (H, —) gegeben und > eine Noethersche PO auf U.
Sei weiter (HU «)* = ~.

Ein Beweis fir u ~ v ist eine Folge ug *1 uy %o - - - %, U, mit

x; € {H,«—, =}, uy € U, ugp = u, u, = v und fiir alle i gilt u; xj11 Uj11.
P(u) = u ist Beweis fiir u ~ u.

Ein Beweis der Form u = z <& v heiBt \/-Bewels.

i

Beweise fur a ~ e:
Pi(a,e) = aHb—cHd«— e
Py(a,e) = aHb—c+«—e
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Transformation mit dem Inferenzsystem

Beweisordnungen

Sind Py(u,v), Po(v,w) und P3(w, z) Beweise, so ist auch
P(u,z) = P1(u, v)Py(v,w)Ps(w, z) ein Beweis.

Definition 8.9 Eine >p ist eine PO auf der Menge der

Beweise, die monoton ist, d.h. P >g Q fiir jeden Teilbeweis, und aus
P >R Q fO/gt P1PP2 >B P]_QP2.

Lemma 8.6 Sei > Noethersche PO auf U und (H, —), dann existieren
Noethersche Beweisordnungen.

Beweis: Uber M ultimengenordnungen.
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Transformation mit dem Inferenzsystem

Multimengenordnung

Instrumentarium: Multimengenordnungen

Objekte: U, Mult(U) Multimengen tiber U

A € Mult(U) :gdw A: U — N mit {u | A(u) > 0} endlich
Operationen: U, N, —

(AU B)(u) := A(u) + B(u)
(AN B)(u) := min{A(u), B(u)}
(A— B)(u) := max{0,A(u) — B(u)}
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Transformation mit dem Inferenzsystem

Multimengenordnung

Definition 8.10 Erweiterung von (U, >) zu (Mult(U), )
A> B :gdw es gibt X, Y € Mult(U) mit ) X C A und
B=(A-X)UY,sodaBVyeY IxeX x>y

Eigenschaften:

(1) > PO ~» > PO

(2) {ml} > {mz} gdw my > mo

(3) > total ~» > total
(4)A>B~AUC>BUC

(5) > Noethersch gdw > Noethersch
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Konstruktion der Beweisordnung

Ordne jedem ,,atomaren” Beweis eine Komplexitat zu

({u} falls u — v
c(uxv)=<¢{v} falls u «— v
{u,v} fallsuHv

Erweitere diese Komplexitat auf ,zusammengesetzte“ Beweise durch

c(P(u))=10
C(P(U, V)) = {C(U,’ k41 U,'_|_1) ‘ | = O, oo N = 1}

beachte: ¢(P(u, v)) € Mult(Mult(U))

Definiere Ordnung auf Beweisen durch
P>p Q:gdw c(P)>> c(Q)
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Konstruktion der Beweisordnung
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Konstruktion der Beweisordnung

Es gilt: >p ist Noethersche Beweisordnung!

Welche Beweisschritte sind groB8 bzw. klein

Betrachte dazu:
(a) PL=x«—u—y, Pb=xHy
c(P1) = {{u} {u}} > {{x, y}} = c(P2)

~ Py >p P
analog

(b) P1:X|_‘|y, P2:X—>y
(c)Pr=uHv, Pbb=uHw«—v
(d)Pr=uHv, P,b=u—w+«v
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Konstruktion der Beweisordnung

Faire Ableitungen in P

Definition 8.11 Sei (H;, —;)ien eine P-Ableitung. Setze

o . © O .
= UIZO > =i und == Uizo i

Die 'P-Ableitung heiBt fair, falls gilt

(1) H>*=( und

(2) Ist x & u =° y, dann existiert k € N mit x Hy y.
Lemma 8.7 Sei (H;, —;)icn eine faire P-Ableitung

(a) Zu jedem Beweis P in (H;, —;) gibt es einen aquivalenten Beweis P’
n (|_|;+1,—>;+1) mit P >p P’.

(b) Sei i € N und P Beweis in (H;, —;), der kein V-Beweis ist. Dann
existiert ein j > i und einen zu P aquivalenten Beweis P’ in (H;, —;) mit
P>p P
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Konstruktion der Beweisordnung
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Hauptergebniss
Satz 8.5 Sei (H;, —/)ien eine faire P-Ableitung und —

. . . . . : % *
(a) Gilt u ~ v, so existiert ein i € N mit u —; o v

(b) — ist konvergent, und es gilt <

—
o

o

Y

LN LN
\‘/
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