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Beispiele fur Knuth-Bendix-V

» E = {ffg(x) = h(x), ff(x) = x, fh(x) = g(x)} >: KBO(3,2,1)
Ro=0,E =E
Ry = {ffg(x) — h(x)}, KPy = .E; = {ff(x) = x, fh(x) = g(x)}
Ry = {ffg(x) — h(x), ff(x) — x}, NKP>» = {(g(x), h(x))},
Ex = {fh(x) = g(x),g(x) = h(x)}, R = {ff(x) — x}
R; = {ff(x) — x, fh(x) — g(x)}, NKP; = {(h(x), fg(x))}, E3 =
{2(x) = h(x), h(x) = fg(x)}
Ry = {ff(x) — x, fh(x) — h(x),g(x) — h(x)}, NKP3s =0, E, =)
» £ ={fgf(x) =gfg(x)} > LL:f>g
Ro=0,Eh=E
Ri = {fgf(x) — gfg(x)}, NKP, = {(gfgef (x), fggfg(x))}, E1 =
{gfeef (x) = fggfg(x)}
Ri = {fef(x) — gfg(x), fggfg(x) — gfgef(x)}, NKP, =
{(efgefeefe(x), fegefeefe(x), .- }---
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Kritische Paare, Unifikation

Verfeinertes Inferenzsystem

Definition 9.13 Sei > eine Noethersche PO auf Term(F, V). Das
Inferenzsystem 7”15 besteht aus folgenden Regeln:

L (EUu{s=t},R)
(1) Orientieren (ERUTs = ) falls s > t
. (E,R)
(2) Generieren (EU{s = tT.R) falls s < o —g t
N (EUu{s=t},R)
(3) Simplifizieren GL (EU{u=t.R) falls s —gr u

(E.RU{s — t])
(E,RU{s — u))
(E,RU{s — t})
(EU{u=1t},R)

falls t —r u

(4) Simplifizieren RS

(5) Simplifizieren LS falls s —gr u mit | — r und

s > | (SubSumOrd.)
(6) Loschen Identitaten
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Gleichungskalkil und Berechenbarkeit
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Implementierungen

Gleichungsimplementierungen

Programmierung = Beschreibung von Algorithmen in einem Formalen
System

Definition 10.1 Sei f : My X ... x M, ~» M, .1 eine (partielle) Funktion.
Seien T;,1 = 1...n+ 1 entscheidbare Grundtermmengen iiber ¥, f
n-stelliges Funktionssymbol, E Gleichungsmenge.

Eine ist eine Funktion J : T; — M,.
f f unter der Interpretation J in E gdw
1)3(T;)=M;(i=1..n+1) i
2) f(3(ty ,...,’J(tn)) = J(tpe1) gdw f(t1,....ty) =g thr1 (Vt; € T;)
Tl X X Tn i> n+1
Jl Jl Jl

Abkiirzung: (f, E,J) implementiert f.

Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken 313



Gleichungskalkil und Berechenbarkeit
0000000

Implementierungen

Gleichungsimplementierungen

Satz 10.1 E sei Gleichungs- oder Regelmenge. Fiir alle i =1,...,n+1
gelte

1)3(Ti) =M, i

2a) f(3(t1),...,3(t1)) = I(tha1) ~ f(t1, ..., tn) =€ tar1 (Vt; € T;)

f implementiert die totale Funktion f unter J in E wenn eine der
folgenden Bedingungen gilt:

a) Ve, t' € Tyuq :t =gt/ ~ J(t) =I(t)
b) E konfluent und V't € Tpy1:t —pt' ~t' € T, ANJ(t) = I(t)
c) E konfluent und T,.1 enthalt nur E-irreduzible Terme.

Anwendung: (zA‘, E,J) implementiere die totale Funktion f. Wird E um E
Erweitert unter Beibehaltung von J, so gelten weiterhin 1 und 2a. Ist
eines der Kriterien a, b, c fur E U Eq erfullt, so implementiert auch

(f, E U Ey,J) die Funktion f. Dies gilt insbesondere wenn E U E
konfluent ist und T,y1 enthalt nur E U Ep irreduzible Terme.
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Gleichungskalkil und Berechenbarkeit
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Implementierungen

Gleichungsimplementierungen

Satz 10.2 (?, E,J) implementiere die (partielle) Funktion f. Dann gilt:

a)vt, t' € Thr1 :3(t) =3(t') ANJ(t) € Bild(f) ~ t =g t/
b) Sei E konfluent und T,.1 enthalte nur E Normalformen. Dann ist J
injektiv auf {t € Tpy1:J3(t) € Bild(f)}.

Satz 10.3 Kriterium zur Implementierung totaler Funktionen. Es gelte

DHT) =M (i=1,...n+1)
2)Vt, t' € Topr 2 I(t) =3(t') gdw t =g t/
3) Vici<n ti € T 3tpp1 € Thyr o

N

f(ti, ..., tn) =€ thy1 A F(I(t1),...3(tn)) = F(tnt1)
Dann implementiert f die Funktion f unterJ in E und f ist total.

Beachte: Enthalt T,.; nur Normalformen und ist E konfluent, so ist 2)
erfullt, wenn J auf T,.1 injektiv ist.
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Gleichungskalkil und Berechenbarkeit
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Implementierungen

Gleichungsimplementierungen

Satz 10.4 (zAf, E,J) implementiere f : My X ... x M, — M, 1. Seien
Si={teT;=3tge T;:t+t,I(t)=7T(to) t—¢ to} rekursive
Mengen.

Dann implementiert f mit Termmengen T! = T;\S; ebenfalls f unter
j‘T; in E.

Man kann also aus T; Terme streichen die auf andere Terme aus T; mit
gleichem J-Wert reduzierbar sind. Erlaubt somit Einschrankung auf
E-Normalformen.

Folgerung 10.1 » Man kann Implementierungen Komponieren.

» Erweitert man E um E Folgerungsgleichungen, dann bleibt die
Implementierungseigenshaft erhalten. Wichtig fiir die
KB-Vervollstandigung da nur E-Folgerungen hinzugenommen
werden.
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Gleichungskalkil und Berechenbarkeit
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Implementierungen

Beispiele: Aussagenlogik, Naturliche Zahlen

Beispiel 10.1 Konvention: Gleichungen legen die Signatur fest.
Gelegentlich variable Stellenzahl und Overloading. Einsortig.

Boolsche Algebra: Sei M = {true, false} mit \,V,—, D, .... Konstanten
tt, ff Termmenge Bool := {tt, ff}, J(tt) = true, J(fF) = false.

Vermeide Regeln mit tt oder fF als linke Seite. Nach Satz 10.1
c) kann man Gleichungen mit diesen Einschrankungen hinzunehmen ohne
die Implementierungseigenschaft zu beeinfliBen, sofern Konfluenz
erreicht wird. Betrachte folgende Regeln:

(1) cond(tt,x,y) — x (2) cond(ff,x,y) — y. (Hilfsfunktion).
(3) x vel y — cond(x, tt, yy)

E ={(1),(2),(3)} ist konfluent. Es gilt:

tt vel y =g cond(tt,tt,y) =g tt d.h.

(x1) tt vel y = tt und (%) x vel tt = cond(x, tt, tt)

x vel tt = tt laBt sich aus E ableiten.
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Gleichungskalkil und Berechenbarkeit
O00000e00

Implementierungen

Beispiele: Aussagenlogik

Nach Satz 10.3 sind Bedingungen (1), (2), (3) zu zeigen:
Vt,t' € Bool 3t € Bool :: 3J(t)VI(t')=TJ(t) Nt vel t' =gt

Fir t = tt (1) und t = ff (2) da ff vel t' —g cond(ff,tt,t') —g t’
D.h. x vel tt #g tt aber tt vel tt =g tt, ff vel tt =g tt.

MC Carthy's Regeln fur cond:

(1) cond(tt,x,y) = x (2) cond(ff,x,y) =y (*) cond(x, tt, tt) = tt
Nicht identisch mit cond in Lisp. Unterschied: Reihenfolge der
Auswertung. Betrachte
(**) cond(x, cond(x,y,z),u) — cond(x,y,u) ~
E'=1{(1),(2),(3), (*), (*x)} ist terminierend und konfluent.
Vereinbarungen: In Gleichungsmengen sind stets (1), (2), (3) und
x et y — cond(x,y, ff) enthalten.
cond(x,y,z) :: [x — y, z] bzw.
[X = y1,%0 — Vo, .o, Xp — Yp, Z] fur [x — [...]..., Z]
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Implementierungen

Beispiele: Semantische Argumente

Eigenschaften implementierender Funktionen:
(vel, E,J) implementiert V von BOOL.

Beh: vel ist assoziativ auf Bool.
L./.Vty, tr, t3 € Bool : t; vel (t2 vel t3) =F (tl vel tg) vel t3

Es gibt t1, tp, T1, To € Bool mit

J(t2) VI(ts) = I(t) und J(t1) V I(tz2) = J(t') sowie
J(t1) VI(t)=T(T) und I(t')VI(t3) =3(T")

Wegen der semantisch gultigen Assoziativitat von V gilt
j( T) = j(tl) V j(tg) V j(t3) = j( T/)

Da vel V implementiert folgt nun:
tivel (tovel t3) =g tyvel t =g T =g T' =g t' vel t3 =g (t; vel ty) vel t3
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Implementierungen

Beispiele: Naturliche Zahlen

Funktionssymbole: 0,5 Grundterme: {5"(0) (n > 0)}

J Interpretation J(0) = 0,3(8) = Ax.x+ 1, d.h. 3(5"(0)) = n (n > 0).
n+1:=5(n) (n>0)

/ahlenterme. NAT = {f : n > 0} Normalformen (Satz 10.1 c gilt).

Sei E = {is_null(0) — tt,is_null(5(x)) — ff}.

is_null implementiert das Pradikat Is_Null : N — {true, false} Nulltest.
Erweitere E mit (nicht terminierende Regeln)

g(x) — [is_null(x) — 0, g(x)], f(x) — [is_null(x) — &(x), 0]

Unter der Standardinterpretation J gilt:
f implementiert die Nullfunktion f(x) =0 (x € N) und
g implementiert die Funktion g(0) = 0 sonst undefiniert.

Wegen  £(0) — [is_null(0) — g(0),0] = 2(0) = [.] =0 und
?(§(X)) — [is_null(5(x)) — g(5(x))] = 0 folgt dies aus Satz 10.3.
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