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Korrektheit und Implementierung

Korrektheit

Definition 7.2 Eine Spezifikation spec = (sig, E) ist
sig-korrekt bzgl. einer sig-Algebra A gdw Tgpec =
(d. h. der eindeutige Hom. ist Bijektion).

Beispiel 7.3 Anwendung:
INT korrekt fiir 7, BOOL korrekt fiir B

Beachte: Begriff ist hier auf initiale Semantik beschrankt!
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Einschrankungen /VergiBbilder

Definition 7.3 Einschrankungen/VergiBbilder

dh (SCS,FCF,rC7).

) (Alsig)s = As fiirs€ S

a) sig=(S,F,7), sig =(S',F',7") Signaturen mit sig C sig’,
Fiir jede sig'-Algebra 2 sei sig-Anteil 2|, von 2 die sig-Algebra mit
i) fay,, = fu firf € F

Beachte: 24g ist sig - Algebra.

.. heiBt auch VergiBbild von 20 (bzgl. sig).

= ﬁl = = =
|
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Einschrankungen /VergiBbilder

Alge VergiBbild von 20 (bzgl. sig). VergiBbild induziert somit eine
Abbildung zwischen Algebrenklassen wie folgt:
Sig

C sig’
inkl.

Y
ALG(sig) -

Y
|sig

ALG(sig)

W
Alsig —— A
Vergissbild
O ) - = =
|
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Korrektheit und Implementierung

Einschrankungen /VergiBbilder

b) Eine Spezifikation spec = (sig’, E) mit sig C sig’ ist
-Algebra 21 gdw

(TspeC)‘sig =

(Der Hom. von ( Tspec)|sig Nnach A ist Bijektion).
c) Eine Spezifikation spec’ = (sig’, E')
spec = (sig, E) gdw
Sig g Sig, und (Tspec’)‘sig = Tspec

» Konsistenz-Begriff flir =-Spezifikation nicht notwendig. (Modelle
existieren immer!).

» Allgemeiner Implementierungsbegriff (Cl/(spec) C Cl(spec’))
reduziert sich immer auf =.
“vollstandige,, Theorien.
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Korrektheit und Implementierung

Probleme

Nachweis s =t € Th(E) oder € ITH(E).

Fir Th(E) finde =g dquivalentes konvergentes Termersetzungssystem
(Siehe Gruppenbeispiel).

Fir ITH(E) Induktionsmethoden:

s, t induzieren Funktionen auf Tgpec. Sind Xxq, ..., x, die Variablen in s
und t, Sorten sq,...,Ssp,.
S (Tspec)51 XKoo X (Tspec)s,1 — (Tspec)s
s =1t € ITh(E) gdw s und t induzieren gleiche Funktionen ~~ Beweise
durch Induktion uber Aufbau der Terme.
NAT O,suc,+ x+y=y+x €ITH

04+ x=x
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Korrektheit und Implementierung

Probleme

» 0+0=0 Ann:0+a=a
0+ Sa = S(O+a) = S(a)
» x+0=0+x Ann:x+a=a+x
x+Sa=pgS(x+a)=,S(a+x) = a+ Sx = Sa+ x
» X+ Sy =5x+y

x+S0o=g S(x+0)=g Sx=g Sx+o0
x + 55a =g S(x + Sa) =; S(5x + a) = Sx + Sa

spec(sig, E) Pspec(sig, E, Prop)
Gleichungen reichen  Eigenschaften die gelten sollen!
oft nicht aus Verifikationsaufgaben
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Strukturierungsmechanismen

Strukturierungsmechanismen

Horizontal: - Zerlegung, - Kombination,
- Erweiterung, - Instantiierung
Vertikal: - Realisierung, - Information hiding,
- Vertikale Komposition
Hier:

Kombination, Anreicherung, Erweiterung,
Modularisierung, Parametrisierung
~» Wiederverwendbarkeit.
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Strukturierungsmechanismen

Strukturierungsmechanismen

BIN-TREE
1) spec NAT 2) spec NAT1
sorts nat use NAT
ops 0:— nat ops max : nat,nat — nat

suc : nat — nat eqns max(0,n) = n
max(n,0) = n
max(s(m), s(n)) =
s(max(m, n))
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Strukturierungsmechanismen

Strukturierungsmechanismen

BIN-TREE (Forts.)

3) spec BINTREEL 4)
sorts bintree

ops leaf :— bintree

spec BINTREE?2
use NATI1, BINTREE1
ops height : bintree — nat
left, right : bintree

— bintree
both : bintree, bintree

— bintree

eqns :

= ﬁl = = =
|
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Strukturierungsmechanismen

Kombination

Definition 7.4 Sei spec; = (sigy, E1), mit sig; = (51, F1, 1) Signatur
und sig, =[Sz, Fo, 7] Tripel, E; Gleichungsmenge.

comb = spec; + (sig,, Ex) heiBt Kombination
gdw

spec = ((S51 U S), (FL UFy), (11 Um)), Ey U Ey) eine Spezifikation ist.

Insbesondere ist ((51 U S2), (F1 U F), (11 U T)) eine Signatur und E;
enthalt , syntaktisch korrekte “ Gleichungen.

Die Semantik von comb: [, = [opec
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Strukturierungsmechanismen

Die Semantik von comb

Tcomb = spec

Typische Falle:

S, = &, F, neue Funktionssymbole mit Stelligkeiten 7, (alte).

S, neue Sorten, F, neue Funktionssymbole.
7> Stelligkeiten neue + alte.

E> nur ,neue” Gleichungen.

= =3 = =
|
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Strukturierungsmechanismen
|

Beispiel

Beispiel 7.4 a) Schrittweiser Entwurf der ganzen Zahlen

Semantik

spec INTI1
sorts int Tint1 = (N, 0, sucy)
ops O0:—int

suc : iInt — Int

M M
spec INT?2
use INT1 TinT2 = (Z,0, sucg, pred;)

ops pred:int — int
eqns pred(suc(x)) = x
suc(pred(x)) = x
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Strukturierungsmechanismen
|
Beispiel (Forts.)
Frage: Stimmt der INT1-Anteil von Tiy12 mit TinyT1 uberein??
Implementiert INT2 INT17?

(Za 07 suczy, predZ)||NT1

(TinT2)INT1 = TinT2
I
(Z,0,sucy)

Vorsicht:

r7\_,g (N7 07 SUCN)

Nicht immer erfasst man das richtige! Hier wurden neue Daten von der Sorte inf
O ) - = =
| ]
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Strukturierungsmechanismen
|
Beispiel (Forts.)

b) spec NAT?2

use  NAT

eqgns

suc(suc(x)) = x

(TNAT2)|NAT = (N mod 2)|NAT = N mod 2 7(\5 N = TNAT

Problem: Hinzufugen neuer bzw. ldentifizieren alter Elemente.

= ﬁl = = =
|
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Probleme mit der Kombination

Sei
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comb = spec; + (sig, E)

( Tcomb)|spec, ist spec; Algebra .
Tspec, ist initiale spec; Algebra

4 Homomorphismus h : Tpec, — ( Tcomb)|spec,

Eigenschaften von
h:

z. B. (TeinTREE2) |NAT = TNAT.

= ﬁl = = =
|
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Erweiterung und Anreicherung

Definition 7.5

Erwelterung gdw

( Tcomb ) ‘ spec;

b) Eine Erweiterung heit /nreicherung, wenn sig keine neuen Sorten
enthalt, d. h. sig = [@, Fs, 7'2]

Y

a) Eine Kombination comb = spec; + (sig, E) ist eine

7--specl
» hinreichende Bedingungen?

= ﬁl = = =
|
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Strukturierungsmechanismen

Parametrisierung

Definition 7.6 Eine parametrisierte Spezifikation

Parameter=(Formal, Body) besteht aus zwei Spezifikationen: Formal und
Body mit Formal C Bodly.

D. h. Formal=(sigr, EF), Body=(sigg, Eg), wobei
Sig,: C SigB EF C EB.

Notation:

Syntaktisch: Body = Formal +(sig’, E') Kombination
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Strukturierungsmechanismen

Beispiel

Beispiel 7.5 spec ELEM (Tspec)elem = @
sorts elem
ops next:elem — elem

spec  STRING[ELEM] (Tspec)string = {[empty]}
use ELEM

sorts string

ops empty :— string
unit : elem — string
concat : string, string — string
ladd : elem, string — string
radd : string, elem — string
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Strukturierungsmechanismen

Beispiel (Forts.)

eqns concat(s,empty) = s
concat(empty,s) = s

concat(concat(sy, s2), S3) = concat(sy, concat(sy, s3))
ladd(e, s) = concat(unit(e), s)
radd(s, e) = concat(s, unit(e))

Parameterubergabe: ELEM — NAT

STRING[ELEM] — STRING[NAT]

Zuordnung: formale Parameter — aktuelle Parameter

SF — S,
Op — Opa

= ﬁl = = =
|
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Signaturmorphismen - Parameterubergabe

Definition 7.7

a) Seien sig: = (S;, Fi, ;) i = 1,2 Signaturen. Ein Paar
o=I(g,h) mitg:S5 — Sy,h: FL — F, von Funktionen ist
Signaturmorphismus, falls fur alle f € F

Tg(hf) = g(Tlf)
(g fortgesetzt auf g : 57 — 57).

g : elem — nat h :: next — suc

oder 0 : siggooL — SIGnaT Mit
g .. bool— nat h::

h:: true— 0
false — 0

not — suc
and — plus
or — times

= ﬁl = = =
|
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe

Signaturmorphismen - Parameterubergabe

b) spec = Body[Formal] Parameterspezifikation
Eine ist ein Signaturmorphismus
o : sig(Formal) — sig(Actual) wobei Actual eine Spezifikation ist:
Die aktuelle Parameterspezifikation.

(Actual, o) durch folgende

Anderungen von Body:

1) Ersetze Formal durch Actual: Body[Actuall.

2) Ersetze in op:si...s, — sp € Body, das nicht in Formal auftritt
jedes s;, s; € Formal durch o(s;).

3) Ersetze in jeder Gleichung L = R aus Body, die nicht in Formal ist,
jedes op € Formal durch o(op).

4) Fasse jede Variable einer Sorte s mit s € Formal als Variable der
Sorte o(s) auf.

5) Vermeide Namenskonflikte zwischen Actual und Body/Formal.
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe

Parameterubergabe

Bezeichnung:

Man erhalt somit fiir o : sig(Formal) — sig(Actual) einen
Signaturmorphismus

o' : sig(Body[Formal]) — sig(Body[Actual, o]
Formal ——— Body

I

I

| /
o) | 0}

I

4 \ 4
Actual —— Value
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe

Signaturmorphismen (Forts.)

X x & Formal

x" ist dabei eine , wenn Konflikte.

Beachte: o : sig’ — sig Signaturmorphismus, dann ist fiir jede sig-Algebra
A, 2, eine sig'-Algebra, wobei fiir sig' = (S, F',7") (Al,)s = A

sc S und fy = o(f)a feF.

A|, heiBt VergiBbild von 2 entlang o (Spezialfall: sig’ C sig :—) |sigr

o (x) = {O'(X) x € Formal
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe
|
sig’ = sig(BOOL)

Beispiel 7.6 2 = Tyar (mit 0, suc, plus, times)
o : sig — sig wie oben definiert.
(( TnaT)|sig)bool

sig = sig(NAT)

= (TNAT)o(bool) = ( TNAT )nat

= {[0], [suc(0)], ...}

= ﬁl = = =
|
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe

Beispiel

true(Tyar)|, U(true) Tnat — [O]

false(7ar)1, o(false) 1., = [0]

NOL(Tyar), — J(nOt)TNAT = SUCTyar

and(TNAT)|a — O(and)TNAT — plusTNAT

Beachte: Ist o : sig’ — sig Signaturmorphismus, 2, £ sig-Algebren und
h: 2 — £ sig-Homomorphismus, dann ist

hl. = {hy(s) | s € S'}, wobei sig’" = (S§', F/,7") ein
sig'—Homomorphismus: (h|0)5 = ha(s) : AJ(S) — Ba(s)

(Als)s —  (Blo)s
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe
_____________________________________________________________________________________________________________________________________________
Beispiel (Forts.)
h|, heiBt VergiBbild von h entlang o
-/
Sig

o

> Sig

Y

Sig//

ALG(sig) <|L

ALG(sig) Ll ALG(sig")
<

<
h|o h
= ﬁl = = =
|
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe
_____________________________________________________________________________________________________________________________________________
Parameterspezifikation
ALG(Formal) <

inci ALG(Body)
A Formal ——— Body A
incl
’o’ o OJ |O'/
Y Y
Actual ——— Value
incl
ALG(Actual) <

ALG(Value)
‘incl’
= ﬁl = = =
|
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe
|
Parameterspezifikation
. ) . .
o :sig — sig, A, £, sig-Algebren
h:2 — £, sig-Homomorphismus

hoy = {hys) | s € '}, sig' = (S, F',7") = mit
ho, : Al — B|, VergiBbild von h entlang o.

0./

o0

\ 4

o

0_/

sig —» sig — sig

1/
= ﬁl = = =
|
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe
|
Parameterspezifikation

‘(o"oa)

A

Alg(sig’)<|i Alg(sig) <|"—/Alg(sig”)

o
A,

A

‘ \
o
2|, < e
= ﬁl = = =
|
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Semantik der Parameteriibergabe (nur Signatur)
_____________________________________________________________________________________________________________________________________________

Semantik der Parameteriibergabe (nur Signatur)

Definition

Sei Body|Formal| Parameterspezifikation. o : Formal — Actual
Signaturmorphismus. Semantik der Parameteribergabe.
Zuordnung: o : Formal — Actual

l

initiale Semantik von Value. D. h.

TBody[Actual,o]
S ::( T Actual, 0) = TBody[ActuaI,a]
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Abbildung zwischen init Algebren

Formal Algebren — Body-Algebren.

Kann aufgefasst werden als Zuordnung zwischen
(TActuaI |a = (TBody[ActuaI,a])|0’

= ﬁl = = =
|
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Abbildung zwischen init Algebren

Actual ——— Body[Actual, o]
init-Sem.

init-Sem.

Y

TBody[Actual,o]

Vergissbild

Y
( TBody[ActuaI,o] ) lincl
Y
hinit : TActuaI - (TBody[ActuaI,a])|Actua|
O P = = =
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Abbildung zwischen init Algebren

(( Tvalue)|0/ )|Forma|
A

|inc|
7_Value)|a/
A
|0 \ (TActua|)|a |(7’
(hinit) |
A Formal ——— Body
incl
/
o o o
\ 4 Y
Actual ——— Value
incl
1/ 7_Actual
hinit
(TVaIue)|Actua| < Tvalue
incl’
O ) - = =
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Semantik der Parameteriibergabe (nur Signatur)

Abbildung zwischen init Algebren

Formal elem — nat
o Actual
sorts elem —
sorts nat
ops a,b:— elem a—0
ops 0,1:— nat
eqns a==>= b— 1

A = 7--Actual Anat — {07 ]-}
2A|, € Alg(sig Formal) (Al )elem = {0,1}

3’91|U =0 # 1= b‘mlg
Gleichung von Formal nicht erfullt! D. h. 2|, ¢ Alg(Formal).

= ﬁl = = =
|
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Parametertibergabe (Actual, o)
Body[Formal]

o : sig(Formal) — sig(Actual)
Signatur Morphismus
Formal <

Incl

> Body
o

Y

o’(mit Umbenennung)
Y
incl’

Actual —— Value = Body[Formal, o]
Vor: sig(Actual) und sig(Value) strikt.
O ) - = =
|
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Semantik der Parameteriibergabe (nur Signatur)

000000000000 O0O0OO0O0O0O0O0OO0O0OO0OO0OO0O0OO0O0OO0O0O0O00000O0e00000000

Parametertibergabe (Actual, o)

VergiBbilder: |, : Alg(sig) — Alg(sig’)

A, fir o :sig — sig
h: 2 — £ sig-Homomorphismus

. ) .
sig'-Homomorphismus

hl, A — £ls

= ﬁl = = =
|
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Initiale Semantik

Semantik der Parameteriibergabe (nur Signatur)
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Parametertibergabe (Actual, o)

(( TVaIue)|0/ )|Forma|

o

N\
(hinit) |

incl
7_Value)|0/

A

A

(Tactuat)|, € Alg(Formal)

o

|0’

( TVaIue) |Actua|

/ TActuaI
init

TVaIue

‘incl'
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Spezifikationsmorphismus

Spezifikationsmorphismus

Definition
Seien spec’ = (sig’, E'), spec = (sig, E) (allg.) Spezifikationen. Ein
Signaturmorphismus o : sig’ — sig heiBt Spezifikationsmorphismus, falls
fir alle s =t € E' gilt o(s) = o(t) € Th(E).
. 0 : spec’ — spec
Fakt: Fiir 20 € Alg(spec) gilt |, € Alg(spec’)
D.h. |, : Alg(spec) — Alg(spec’)!
Oft verlangt man ,nur" o(s) =o(t) € ITh(E).!
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Spezifikationsmorphismus

Spezifikationsmorphismus

Eine Parameterubergabe fir Body[Formal] ist ein Paar (Actual, o):

Actual Spezifikation und o : Formal — Actual Spezifikationsmorphismus.
(TActuaI)‘a c AIg(FormaI)

- verlange auch h,;: Bijektion, syntaktische Einschrankungen.

CLEAR, Act-one, -Cip-C, Affirm, ASL, Aspik, OBJ, ASF, - neuere
Sprachen: - Spectrum, - Troll.

Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken



Initiale Semantik
(o]JoloJo]eolololololo]olololololo]olololololololololololo]olololololo]olololololo]ololo]ololo]ololele]l loleolele)
Spezifikationsmorphismus

Beispiel

Beispiel 7.7

( spec ELEMENT
use BOOL
sorts elem
cormal g ops . <. :elem,elem — bool
egns x < x = true
imp(x < x and y < z,x < z) = true
\ x < yory < Xx=true
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Spezifikationsmorphismus

Beispiel (Forts.)

spec LIST[ELEMENT]

use ELEMENT

sorts list

ops  nil :— list
- elem, list — list
insert : elem, list — list
case : bool, list, list — list
sorted : list — bool
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Beispiel (Forts.)

eqns insert(x, nil) = x.nil
insert(x, y.l) = case(x < y, x.insert(y, /), y.insert(x, /))
case(true, i, h) = h
case(false, i, h) =k
sorted(nil) = true
sorted(x, nil) = true
sorted(x, y, /) = if x < y thensorted(y, /) else false
Eigenschaft: sorted(insert(x, /)) = true
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Spezifikationsmorphismus
|
Beispiel (Forts)
ACTUAL = BOOL
o .

elem — bool, bool — bool

<. — impl

Die Gleichungen von ELEMENT sind in Th(BOOL)
~+ Spezifikationsmorphismus

= ﬁl = = =
|
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Beispiel (Forts.)

ACTUAL = NAT
o : bool — nat elem — nat

true — suc(0) nicht erlaubt

false — 0

not —s suc kein Spezifikationsmorphismus
or — plus not(false) = true

and — times not(true) = false gilt nicht!.
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