Einfiihrung in die Logik

Klaus Madlener

4. Juni 2002



Vorwort

Dieses Skript entstand aus dem “alten” Vorlesungsskript “Einfithrung in die
Logik und Korrektheit von Programmen”, das sich iiber viele Jahre bew&hrte.
Es umfasst nur den Teil tiber Logik — die Kapitel iiber Programmuverifikation
wurden weggelassen. Hauptziel ist es die Vorteile einer Formalisierung der Logik
deutlich zu machen. Der Ubergang von der Umgangssprache zu einer formali-
sierten Sprache, welcher erfahrungsgemifl gewisse Schwierigkeiten bereitet, wird
besprochen und eingeiibt.

Die Auswahl des Stoffes fiir eine solche Vorlesung bereitet immer Probleme,
denn das Gebiet der Logik ist so umfangreich, dass hier nur die wichtigsten
Ergebnisse vorgestellt werden kénnen.

Die Aussagenlogik dient der Einfiihrung der Haupttechniken der Logik. Die
Formalisierung von Aussagen und die Einfithrung des semantisch begriindeten
Folgerungsbegriffes sind Vorbilder fiir die Vorgehensweise in anderen Logiken.
Eine der wesentlichen Eigenschaften der Logik, dass man namlich den Folge-
rungsbegriff durch nachweislich dquivalente formale Ableitungssysteme ersetzen
kann, wird ausfiihrlich diskutiert. Der Kompaktheitssatz fiir die Aussagenlogik
dient ebenfalls als Vorbild fiir den entsprechenden Satz der Pridikatenlogik.
Ein wesentlicher Teil der Vorlesung, nimlich die Ubungen, sind in diesem Skript
nicht enthalten. Es sei darauf hingewiesen, dass das Skript ausgezeichnete Lite-
ratur auf diesem Gebiet nicht ersetzen kann, sondern eher die Stoffauswahl der
Vorlesung umreifit und Anregung zu weiterem Studium geben soll.
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1 Aussagenlogik

1.1 Die Sprache der Aussagenlogik

Als Einleitung und zur Einfiithrung in die Methoden der Logik geht es in diesem
Kapitel um die Grundlagen der Aussagenlogik. Im Mittelpunkt steht die Fra-
ge nach der Bedeutung einer Aussage: Wann ist eine Aussage wahr und wann
ist sie falsch? Dariiber hinaus beschiiftigt sich die Aussagenlogik mit dem Zu-
sammensetzen mehrerer Aussagen zu neuen, komplexeren Aussagen und den
Zusammenhingen von Aussagen untereinander. Um die Bedeutung einer Aus-
sage zu bestimmen, miissen zunichst die Begriffe “wahr” und “falsch” geklirt
werden. Dazu ist eine Formalisierung des Wahrheitsbegriffes notig.

1.1 Definition (Sprache der Aussagenlogik). Sei ¥ = V UO U K ein
Alphabet, wobei V = {p1,pa, ...} eine abzihlbare Menge von Aussagevariablen
ist, O = {A,V,,—,...} eine Menge von Verkniipfungen (Junktoren) bezeichnet
und K = {(,)} die Klammern beinhaltet. Die Menge der Aussageformen F C ¥*
(auch Formeln der Aussagenlogik genannt) wird induktiv definiert durch

1. V C F, die Menge der atomaren Aussagen,
2. falls A,B € F, dann (-A),(AAB),(AVB),(A — B) € F und

3. F ist die kleinste Menge von Elementen aus ¥*, die V enthilt und 2.
erfiillt.

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden duflere Klammern gelegentlich weg-
gelassen.

1.2 Bemerkung. Eigenschaften von F' werden mit Hilfe der “strukturellen In-
duktion”, das heif3t einer Induktion iiber den Aufbau von F' bewiesen. Beispiele
fiir Eigenschaften von F sind:

1. Fiir A € F gilt: A ist atomar oder beginnt mit “(” und endet mit “)”.

2. Sei f(A,i) die Anzahl der “(” minus der Anzahl der “)” in den ersten
i Buchstaben von A € F. Dann gilt f(A,i) > 0 fiir 1 < i < |A| und
f(A,49) =0 fiir i = |A|.

Ist U = ¥*, so kann F auch als Erzeugnis einer Relation R C U* x U angegeben
werden ( F' wird frei von einer solchen Relation erzeugt, d.h. fiir alle u,v € F*
und A € F gilt: Aus uRA und vRA folgt u = v).

Man kann zeigen, dass es eine eindeutige kontextfreie Grammatik gibt, die F'
erzeugt. F' ist entscheidbar.

1.3 Satz (Eindeutigkeitssatz). Jede Aussageform A € F ist entweder atomar
oder sie ldsst sich eindeutig darstellen als A = (—A;) oder A = (4; x A3) mit
* € {V,A,—} und Ay, A; € F.



Beweis. Induktion iiber den Aufbau von F.
Ind. Anf.: Sei A € V, d.h. A ist atomar. 1/
Ind. Schritt : Zu zeigen ist, dass man zu einer gegebenen Darstellung von

A € F\V keine weitere Darstellung von A finden kann, die mit dieser nicht
ibereinstimmt.

1. Fall:
(a)

(b)

A=(-B),B€F.

Ist A = (=C) mit C € F eine weitere Darstellung von A, dann
ist die Darstellung von C' nach Induktionsvoraussetzung gleich der
Darstellung von B.

Gibe es eine andere Darstellung fiir A, miifite sie von der Gestalt
(DxFE) sein, mit D, E € F und x € {A,V, —}. Das zweite Zeichen “—”
von A miifite dann auch erstes Zeichen von D sein. Das widerspricht
aber der Definition von F, wonach D entweder eine Aussagevariable
ist oder eine Formel, die mit “(” beginnt (s. 1.2). Diese Darstellung
von A ist also eindeutig.

A= (BxC)mit B,C € F,x€ {A,V,—>}.

Eine andere Darstellung von A der Gestalt (—D), D € F, fiihrt analog
Fall 1.(b) zu einem Widerspruch zur Definition der Formeln.

Sei A = (D %1 E) eine andere Darstellung fiir A mit D, E € F und
* € {A,V,—}. Falls |[D| = |B] ist, muss x; = % sein und nach
Induktionsvoraussetzung dann auch D = B und E = C gelten. Fiir
den Fall |D| # |B| sei 0.B.d.A. |B| > |D|, so dass folgende Situation
entsteht:

A = ( B * c )
A = ( D *1 E )

T

Betrachte die Anzahl der nicht geschlossenen, 6ffnenden Klammern
f(A,1+4|D]|) in Formel A an der markierten Stelle (f aus 1.2). Es
gilt offensichtlich f(A,1+|D|) = f(D,|D|)+1 = 1. Da D Prifix von
B ist und f(B,|D|) > 1, muss auflerdem gelten 1 = f(A,1+ |D|) =
1+ f(B,|D]) > 2, was die Annahme einer zweiten Darstellung von
A widerlegt.

1.2 Die Semantik der Aussagenlogik

1.4 Definition. Eine Bewertung der Aussageformen ist eine Funktion ¢ : F' —
B :={0,1} mit



L p(nA) =1-p(4),
2. p(AV B) = max{p(A), p(B)},
3. ¢(A A B) = min{¢(A),¢(B)} und

0, falls p(A) =1 und ¢p(B) =0,
4 p(4 = B) ={ 1, sons‘f( ) o)

Man sagt “A ist ‘falsch’ unter ¢”, falls p(A) = 0 und “ ‘wahr’ unter ¢”, falls
p(4) = 1.

Eine mogliche Darstellung fiir eine Bewertung sind die sogenannten “Wahrheits-
tafeln”:

@(4) | ¢(B) | o(AVB) | o(AAB) | (A= B)
©(A) | p(=4) 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1

Eine Belegung der aussagenlogischen Variablen V ist eine Funktion ¢y : V' — B.
Jede Bewertung auf F' induziert eine Belegung von V. Umgekehrt gilt:

1.5 Lemma. Jede Belegung o : V' — B ldsst sich auf genau eine Weise zu
einer Bewertung ¢ : F' — B fortsetzen.

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 1.3 und Definition 1.4.

1.6 Folgerung. Jede Bewertung ¢ : F' — B wird eindeutig durch die Werte
von ¢ auf V festgelegt. Die Bewertung einer Aussageform A € F hingt nur
von den Werten der in ihr vorkommenden Aussagevariablen aus V ab. Das
heifit, will man p(A) berechnen, geniigt es, die Werte ¢(p) zu kennen fiir alle
Aussagevariablen p, die in A vorkommen.

Beispiel:
Sei ¢(p) = 1,9(q) = 1,¢(r) = 0. Dann kann ¢(A) iterativ berechnet werden:

A=({(p = (g > )~ p A a)—=_)
—~ =~~~ —~ ~~

1 1 0 1 1 0

~ > ~ >

=<

SR

Also gilt p(A) = 1.

Es stellt sich die Frage, welche Werte ¢(A) annehmen kann, wenn ¢ alle Bele-
gungen durchliuft. Ist etwa ¢(A) = 1 fiir alle Belegungen ¢? Um das nachzu-
priifen, geniigt es, die endlich vielen unterschiedlichen Belegungen der Variablen,




die in A vorkommen, zu {iberpriifen. Kommen n Variablen in A vor, so gibt es
2™ verschiedene Belegungen:

Beispiel: Fiir die drei Variablen p,q und r aus A im obigen Beispiel gibt es 8
Belegungen, die betrachtet werden miissen:

o) | pl@) | o(r) | pla—=r) | olpAg) | plp=(@—=1)) | p(@AG) = 1) | 9(A)
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Man sieht, dass ¢(A) = 1 fiir jede Bewertung ¢ : FF — B gilt. Die Beobach-
tung, dass es Aussageformen gibt, die “wahr” sind, unabhingig davon wie ihre
Variablen belegt werden, legt die folgende Definition nahe.

1.7 Definition. Sei A € F, ¥ C F.

1. (a) Aheifit Tautologie, falls (A) = 1 fiir jede Bewertung ¢ gilt. (Schreib-
weise “E= A”)
(b) A ist allgemeingiiltig, falls A Tautologie ist.

d) A ist widerspruchsvoll, falls p(A) = 0 fiir jede Bewertung ¢.

)
(c) A ist erfiillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt, mit ¢(A) = 1.
)
2. (a)

(
(a) X ist erfiillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt mit ¢(A) = 1 fiir alle
A€ X (“p erfillt ¥7)

(b) Semantischer Folgerungsbegriff: A ist logische Folgerung von X, falls
p(A) = 1 fiir jede Bewertung ¢, die ¥ erfiillt. Man schreibt “¥ | A”.
Ist ¥ = {A4,...,A,}, ist die Kurzschreibweise “4;,..., 4, £ A”
iiblich.

(c) Die Menge Folg(X) der Folgerungen aus ¥ ist definiert durch:
Folg(¥):={A| A€ Fund X | A}.
1.8 Bemerkungen und Beispiele.

1. (pVv(-p)), (p = ¢)V(g— 7)) und A aus Folgerung 1.6 sind Tautologien.
(pA(—p)) ist widerspruchsvoll. (pAq) ist erfiillbar jedoch keine Tautologie.
Die Mengen

Taut := {A| A€ Fund [ A}

und
Sat := {A| A € F und A ist erfiillbar}

sind entscheidbar.



2. (a) Ist ¥ = @, dann gilt ¥ = A genau dann, wenn A Tautologie ist,
d.h. Folg(®) = Taut .

(b) Ist X nicht erfiillbar, dann gilt ¥ = A fiir alle A € F, d.h. Folg(X) =
F.

(c) Sei ¥ = {p} und A = pV q. Dann gilt ¥ = A, denn falls ¢(p) = 1,
dann auch ¢(p V q) = 1. Jede Bewertung, die ¥ erfiillt, erfiillt also
auch A.

(d) Sei ¥ C X'. Ist X! erfiillbar, dann ist auch ¥ erfiillbar.
(e) Es gilt ¥ C Folg(X) und Folg(Folg(X)) = Folg(X%).
(f) Falls ¥ C ¥/, dann gilt Folg(X) C Folg(X').
3. ¥ | A gilt genau dann, wenn ¥ U {—A} nicht erfiillbar ist. Ist ¥ endlich,

dann ist es entscheidbar, ob ¥ erfiillbar ist, und die Menge Folg(X) ist
entscheidbar.

1.9 Lemma (Deduktionstheorem und Modus-Ponens-Regel).

a) Deduktionstheorem: X, A = B gilt genau dann, wenn ¥ = (A — B) gilt.
(X, A ist Kurzschreibweise fiir ¥ U {A})

b) Modus-Ponens-Regel: Es gilt {4, A — B} |= B. Insbesondere ist B eine
Tautologie, falls A und (A — B) Tautologien sind.

Beweis. zu (a):

“=": Voraussetzung: ¥, A = B. Sei ¢ : F — B eine Bewertung, die ¥ erfiillt.
Ist p(A) =0, dann ist (A — B) = 1. Ist ¢p(A) = 1, dann gilt nach Vorausset-
zung ¢(B) =1, also auch p(A — B) = 1.

“«<=”: analog.

zu (b):

Ist ¢ eine Bewertung mit ¢(A) = ¢(A — B) =1, dann ist p(B) = 1. [ |
Ubliche Notationen fiir Regeln der Form “A4,..., A, | B” sind:

Ay
An Al Ay

B und B

1.10 Satz (Kompaktheitssatz der Aussagenlogik). ¥ C F ist erfiillbar
genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar ist. Insbesondere gilt
Y E A genau dann, wenn es eine endliche Teilmenge Xy C ¥ gibt mit ¥y = A.

Beweis. X heifit endlich erfiillbar (e.e.), wenn jede endliche Teilmenge von X
erfiillbar ist. Zu zeigen ist also: ¥ ist endlich erfiillbar genau dann, wenn %
erfiillbar ist.



“«=": folgt unmittelbar aus der Bemerkung 1.8 2.(d).

“=":Sei I" e.e. und sei A € F. Dann ist I' U {A} oder ' U {-A} e.e. Denn
angenommen I'U{A} ist nicht e.e., dann gibt es eine endliche Teilmenge I'y C T,
so dass I'g U { A} nicht erfiillbar ist.

Sei Iy C T'U{—A} endlich. Dann ist I's := (I'y UTo)\{—~A} C T endlich und
also auch erfiillbar. Es gibt somit eine Belegung ¢, die I's und damit auch I'g
erfiillt. Dann ist aber p(A4) = 0, d.h. p(=A4) = 1, und @ erfiillt 'y U{-A}. Damit
erfiillt ¢ aber auch I'y, eine beliebige endliche Teilmenge von I'U {—A}, also ist
' U {—-A} endlich erfiillbar.

Konstruiere eine maximale endlich erfiillbare Menge, die ¥ enthilt wie folgt:
Sei {A,, | n € N} eine Aufzihlung der Aussageformen. Fiir n € N definiere A,
durch Ag := ¥ und

A _ A, U{Ap41} , falls A, U{A4,41} endl. erfiillbar,
ntl = A,U{=A4,11}, sonst.

A, ist e.e. fiir allen > 0. Sei A = J,,5q An- Dann gilt: (i) £ C A, (ii) A ist e.e.
und (iii) fiir jede Aussageform A gilt A € A oder A € A, wegen der endlichen
Erfiillbarkeit von A jedoch nicht beides gleichzeitig. Definiere ¢ : V. — B durch

(p) = 1, fallspe A
PPI=1 0, falls—pe A,

@ ist eine wohldefinierte Belegung. Nach Lemma 1.5 ldsst sich ¢ eindeutig zu
einer Bewertung, die wir auch mit ¢ bezeichnen, fortsetzen. Durch Induktion
iiber den Aufbau von F' macht man sich schnell klar:

Fiir alle A € F gilt genau dann p(A) = 1, wenn A € A gilt. (Beispiel: Falls
p(A — B) =1, dann ist ¢(A) = 0 oder ¢(B) =1, d.h. ~A € A oder B € A,
also wurde (A — B) in A aufgenommen. Ist andererseits p(4A — B) = 0, dann
ist p(A4) =1 und ¢(B) = 0,dh. A € Aund =B € A, also -(A - B) € A
und wegen der endlichen Erfiillbarkeit von A ist (A — B) ¢ A.) Also gilt auch
p(A") =1 fiir alle A’ € X, also ist ¥ erfiillbar. [ |

1.11 Beispiel. Sei ¥ C F. Gibt es zu jeder Bewertung ¢ ein A € ¥ mit
p(A) =1,s0gibt es A1,..., A, € X (n>0) mit | A4 V...V A,.

Betrachte die Menge ¥' := {—~A | A € ¥}. Nach Voraussetzung ist sie unerfiill-
bar. Also gibt es eine endliche nichtleere Teilmenge {—Ay,...,7A,} von ¥’ die
unerfiillbar ist. Also gibt es fiir jede Bewertung ¢ ein ¢ mit ¢(—4;) = 0. Dann
ist aber ¢(A;) = 1 und daher auch ¢(A; V...V A,) =1.

1.12 Definition. A, B € F heiflen logisch dquivalent mit der Schreibweise
A |==|B, falls fiir jede Bewertung ¢ gilt: ¢(A) = ¢(B). Insbesondere ist dann
AEBund B = A.

Einige Beispiele fiir logisch &quivalente Formeln:

L Af=n(-4),



2. ANBE=BAAund AV B =BV A,
3. ANBAC)==H(AAB)ACund AV (BVC) ES(AV B)VC,

4. AN(BVC)E=H(AAB)V(AAC) und
AV(BAC)EFAVB)A(AVO)

5. 7(A A B) ==I(=A) V (=B) und ~(AV B) z=(=A4) A (~B)
6. A— B E=|(~A)VB, AAB |==|~(A - (-B)) und AV B |==|(~A4) - B.

Man beachte, dass ==| reflexiv, transitiv und symmetrisch, d.h. eine Aquiva-
lenzrelation ist.

Nimmt man als zuséitzlichen Junktor “«<” hinzu mit

1, falls p(A) = (B
SO(AM_D,):{OSonstso()so()

sind offenbar

(4 & B),
Ap4B,
AEBund B E A und

Folg(A) = Folg(B)
Aquivalent.

1.13 Folgerung. Zu jedem A € F gibt es B,C,D € F mit

1. A ==|B, B enthilt nur — und — als log. Verkniipfungen
2. A EHC, C enthilt nur A und — als log. Verkniipfungen
3. A E=|D, D enthilt nur V und - als log. Verkniipfungen

1.14 Definition. Eine Menge OP C {—,V, A, =, ¢, ...} von Operatoren (Junk-
toren) heiflt vollstindig, falls es zu jedem A € F eine logisch dquivalente Aus-
sageform B € F(OP) gibt.

Vollsténdige Operatormengen fiir die Aussagenlogik sind z.B.: {-, =}, {-,V},
{=,A}, {7, V,A} und {false, »}. Dabei ist false eine Konstante (nullstelliger
Operator) mit p(false) = 0 fiir jede Bewertung ¢. Offenbar gilt

-A ==|(4 — false).

Jede Aussageform A(p,...,pp) stellt in natiirlicher Form eine Bool‘sche Funk-
tion f4 : B" — B dar, ndmlich durch die Festlegung fa(b1,...,b,) = @z(4)
mit einer Bewertung oy mit z(p;) = b; fiir 1 <4 < n.



1.3 Das deduktive System F,

Bisher wurde die Semantik einer Sprache der Aussagenlogik mit Hilfe einer Be-
wertungsfunktion ¢ erklirt, die jeder syntaktisch korrekten Formel einen Wahr-
heitswert zuordnete. Der niichste Abschnitt beschiiftigt sich mit einem axio-
matischen Aufbau der Aussagenlogik mittels eines “Deduktiven Systems”. Eine
syntaktisch korrekte Formel in einem Deduktiven System wird “Theorem” ge-
nannt, wenn sie durch rein mechanische Anwendungen der Regeln des Systems
auf die Axiome des Systems “abgeleitet” werden kann. Man kann deduktive Sy-
steme angeben, in denen aussagenlogische Formeln genau dann Theoreme sind,
wenn sie auch Tautologien sind.

1.15 Definition. Ein Deduktives System F = F(Ax, R) besteht aus

e einem Alphabet A (hier A =V UK U {—,-}),

e F' C A*, einer Menge von (wohldefinierten) Formeln (hier die Aussagefor-
men),

o Ax C F, einer Menge von Axiomen und

A, A

e R, einer Menge von Regeln der Form non > 0.

Die Mengen F, Ax und R sind im allgemeinen rekursiv.
Die Menge T' = T'(F) der Theoreme ist definiert durch:

1. Ax € T (d.h. alle Axiome sind Theoreme)

2. Sind Ay,..., A, € T und ist die Regel % in R, dann ist A € T.

3. T ist die kleinste Menge von Formeln, die 1. und 2. erfiillt.

Man schreibt fiir A € T(F) auch Fx A oder einfach - A und sagt “A ist in F
herleitbar”.

Sei ¥ C F, A € F, dann bedeutet ¥ -z, r) A nichts anderes als Fr4,ux,R)
A.

1.16 Bemerkungen.

1. Eigenschaften der Elemente von T" werden durch strukturelle Induktion
bewiesen. T' wird von einer Relation R’ C F* x F erzeugt. Eine Formel A
ist ein Theorem oder ist in F herleitbar, falls es eine endliche Folge von
Formeln By,...,B, gibt mit A = B, und fiir 0 < i < n gilt: B; € Ax
oder es gibt [ und iy, ..., %; < ¢ und eine Regel M € R. Die Folge

K]

By, ..., B, heifit auch Beweis fiir A in F. Das bedeutet - A gilt genau

dann, wenn es einen Beweis By, ..., B, mit A = B,, gibt.



2. Die Menge T' der Theoreme ist rekursiv aufzihlbar (denn Ax und R sind
rekursiv). Die Menge der Beweise

Bew := {Bi * By x...*x By | Bi,..., By ist Beweis}

ist rekursiv.
T={A|F A} = {A| Es gibt Beweis By, ..., B, mit B, = A}.

Beachte: Beweise sind im allgemeinen nicht eindeutig. Es wird im allge-
meinen nicht verlangt, dass 7' von R frei erzeugt wird.

3. Im Zusammenhang mit Deduktiven Systemen liegt die Frage nach einer
automatischen Beweisfindung nahe: Ist T rekursiv entscheidbar? Oder spe-
ziell: Gibt es ein deduktives System Fy, so dass Fx, A genau dann gilt,
wenn = A gilt? Hierzu werden Ax und R hiufig endlich beschrieben durch
Schemata. Beispielsweise beschreibt das Axiom (A — (B — A)) die Men-
ge {Ao|esgibt A,B € F mit A9 = (A —» (B — A))} und die Regel

A’AT_)B beschreibt die Menge

A07 Al
By

‘EsgibtA,BeFmitAoEA,BOEBundA1EA—)B}.

1.17 Definition. Das Deduktive System F; fiir die Aussagenlogik besteht aus
der Formelmenge Fy der Formeln in V,—,—,( und ). Die Axiomenmenge Ax
wird durch folgende Axiomenschemata beschrieben:

Ax1: A— (B — A)
Ax2: (A-(B—->C)=» (A= B)—=(A—=0)
Ax3: ((-A) =» (=B)) - (B — A)

Dabei beschreiben Ax1, Ax2 und Ax3 disjunkte Formelmengen. Die Regelmenge
R wird beschrieben durch das Regelschema
AJA—> B

MP:
B

(modus ponens).

Beachte: Es geniigen Axiome fiir Formeln in — und —, da alle anderen Formeln
zu einer Formel in — und - logisch dquivalent sind ({—, =} ist vollstindig):

AAB = —(4- (-B))
AVvB EH (-A)—> B
A<+B EH (A= B)A(B— A)

—_~ o~

Die Menge der Theoreme von Fy wird nicht frei erzeugt. Die Modus-Ponens-

! !
Regel ist hochgradig nicht eindeutig. A, A2 B und A,A o B sind beides
Regeln mit gleicher Folgerung. Das erschwert sehr das Finden von Beweisen.




Beispiel: Fiir jedes A € Fy gilt - (A — A).

Beweis.

Bi=(A—-(A—>A) -5 A)»(A>(A—-A))> (A A4) Ax2
Bi=A->((A—> A) - A) Ax1
Bo=(A—» (A= A) - (A= A MP(By, By)
Bs;=A—>(A— A) Ax1

B4 =A—- A MP(BQ,B;;)

1.18 Definition (Axiomatischer Folgerungsbegriff). Sei X C Fy, A € Fp.

1.

2.

Aist aus X in Fy herleitbar, wenn A sich aus AxUY mit den Regeln aus R
herleiten lssst, d.h. A ist Theorem im Deduktiven System F mit Axiomen-
menge AxUY und gleicher Regelmenge wie Fq. Schreibweise ¥ -, A oder
einfach ¥ F A.

By, ..., B, ist ein Beweis fir X F A, falls A = B,, und fiir alle 0 < i <n
gilt: B; € AxU X oder es gibt j,k < ¢ mit By = B; — B;.

¥ heilt konsistent, falls fiir keine Formel A € Fj gilt ¥ F A und ¥ + —A.

1.19 Folgerungen und Bemerkungen.

1.

Gilt ¥ F A, so folgt unmittelbar aus der Definition 1.18, dass es eine
endliche Teilmenge 3o C ¥ gibt mit 3y F A. Das entspricht dem Kom-
paktheitssatz fiir 7 |=“.

. Ist ¥ inkonsistent, dann gibt es eine endliche Teilmenge ¥y, C X, die

inkonsistent ist (denn ist ¥ C T und ¥ F A, dann gilt auch T' F A).

AusYHAund TH Bfiralle Be X folgt THA. Git THY (dh.TH A
fiir alle A € ¥) und ¥ F A, dann gilt T’ F A. Beweise lassen sich also
zusammensetzen.

1.20 Satz (Deduktionstheorem). Sei ¥ C Fj und seien A, B € Fj.
Es gilt genau dann X, A+ B, wenn X + (4 — B) gilt.

Beweis.

“=": klar wegen Modus Ponens.

“=—": Sei By,..., B, ein Beweis fir X,A+ B, also B,, = B. Firi=0,...,m
git X F (A — B;). ().

Aus

(%) folgt die Behauptung.

Beweis von (%) :

1.

B; = A : Nach dem Beispiel zur Definition 1.17 gilt dann - A — B; und
somit aber auch ¥ + A — B;.
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2. B; € AxUZX: dann gilt ¥ - (4 — B;) wegen der Beweissequenz:

B; Axiom (B; € Ax) oder Hypothese (B; € )
B; — (A — B,) Axiom
A= B; MP

3. B; entsteht aus Bj, By mit MP, dh. By = B; — B; mit j,k < 4, und
YFA = Bjund ¥+ A — (B; — B;) sind bereits bekannt, dann ist ein
Beweis fiir X - A — B; :

(A—= (Bj = B))) > (A= Bj) > (A— B;)) Ax2

(Beweis fir X - A — (B; = By))

(A— Bj) > (A= By) MP
(Beweis fiir ¥ - A — Bj)
A— B; MP

1.21 Beispiele. By, ..., By, heifit abgekiirzter Beweis fiir ¥ F B, falls fiir jedes
Jmit 1 <j < ngilt: ¥+ Bj; oder es gibt ji,...,75, < jmit B;,,...,B; +F Bj.
Gibt es einen abgekiirzten Beweis fiir ¥ + A, dann gibt es auch einen Beweis
fiir ¥ - A.

1. F (A — A) folgt aus dem Deduktionstheorem, da A - A gilt.
2. Um A— B,B— CF A — C zu zeigen, zeige A,A— B,B—~CFC.

3. —AFA
Beweis:

By =--A Hypothese
By = A o (A - ——A) Ax1

B3 =1 ——A = -4 MP(Bl,Bg)
By = (—|—|—|—|A — —|ﬁA) — (—lA — ﬂﬁﬂA) Ax3

By = —A — ———A MP(Bg,B4)
Bg = (—lA — ﬂﬁﬂA) — (—|—|A — A) Ax3

B; = —A - A MP(B{,,BG)
Bg =A MP(Bl,B7)

4. FA->B)»(B=>C)—>(A->0))
(zeige: A» B,B—>CFA—-C(C)

5. FB—= ((B— A) - A)
6. - =B — (B — A) (zu zeigen: B, B I A)

Beweis:

B, =-B Hypothese
B2 =-B—> (—|A — —13) Ax1

B3 =-A— -B MP(Bl,BQ)
By=(—-A—-B)—»(B—>A) Ax3
Bs=B— A MP (B3, Bs)
Bs =B Hypothese
B7 =A MP(Bﬁ,Bs)
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7. +B—--B

8 F(A—-B)—» (-B—-A)und - (-B —»-4) - (4A— B)
9. FB— (-C - —=(B—())

10. F(B— A) —» (WB = A) » A)

11. F (A - B) - ((A —» —-B) = —4)

1.22 Satz (Korrektheit und Vollstéindigkeit von F;). Sei A € Fj eine
Formel der Aussagenlogik.

a) Korrektheit: AusFx, A folgt |= A, d.h. nur Tautologien kdnnen als Theo-
reme in Fy hergeleitet werden.

b) Vollstindigkeit: Aus = A folgt Fx, A, d.h. alle Tautologien lassen sich in
Fo herleiten.

Beweis.

Korrektheit: Alle Axiome (Schemata) sind Tautologien. Sind A und A — B
Tautologien, so ist auch B eine Tautologie, d.h. Tautologien sind abge-
schlossen gegeniiber Modus-Ponens-Regel (s. Lemma 1.9).

Vollsténdigkeit: Zeige: Gilt |= A dann ist A in Fy herleitbar, d.h. - A.
Lemma: Sei A = A(p1,..-,pn) € Fo, n > 0, wobei py,...,p, die in A
vorkommenden Aussagevariablen sind. Sei ¢ eine Bewertung. Ist

o { A, falls p(A) =1

_ [ pi, fallsp(p) =1
Pii= { und -A, falls p(4) =0

—pi, falls p(p;) =0
(1<i<n),dann gilt Py,..., P, - A’
Angenommen das Lemma gilt und sei = A, d.h. p(A) =1 fiir alle Bewer-
tungen .

Sei ¢ eine Bewertung mit ¢(p,) = 1. Es gilt P;,..., P, - A und wegen

P, =p,gilt Pi,...,P,_1,p, I A. Betrachtet man eine Bewertung ¢’ mit
¢’ (pn) =0, erhélt man Py,..., P, 1,-p, - A.

Durch Anwenden des Deduktionstheorems entstehen daraus
P,...,P,_1Fp,—>Aund Pi,...,P_1 F (—p,) — A.
Gleichzeitig gilt nach dem 10. Beispiel von 1.21 auch
P,...,P 1 F((ph = A) = ((-pp = A) = A)).
Durch zweimaliges Anwenden des Modus-Ponens entsteht
Pi,...,Pp_1F A

Das kann man fiir jedes ¢ machen, d.h. in der Herleitung von A wird kein
p; verwendet, also - A.

Beweis des Lemma. Induktion {iber den Aufbau der Formel A:
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A=p €V: p(A) = ¢(p1) und folglich p; - A’ wegen A’ = A.

A=-C: Ist p(A) = 1, dann ist ¢(C) = 0 und C' = ~C. Nach Indukt-

ionsvoraussetzung gilt Py,..., P, - C' mit C' = -C = A.
Ist p(A) = 0, dann ist p(C) =1, ¢' = C und A’ = -4 = (.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt Pi,..., P, F C' und nach dem 7.
Beispiel von 1.21 gilt Py,...,P, F (C — —=—=C). Durch Anwenden
der Modus-Ponens Regel erhélt man Py, ..., P, - -—=C.

A=B— C: Ist p(A) = 0, dann ist ¢(B) = 1 und ¢(C) = 0. Ferner
gilt dann A’ = -A = «(B —» C), B' = B und C' = -C. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt P,...,P, v B' und Py,..., P, - C'.
Zusammen mit P;,..., P, F B — (=C — =(B — ()) von 9. Beispiel
in 1.21 und zweimaligem Anwenden des MP folgt Py,..., P, - A’.

Ist (A) = 1 dann ist ¢(C) = 1 oder ¢(B) = 0. Ferner gilt dann
A" = B — (. Nach Induktionsvoraussetzung gilt P, ..., P, F C oder
P,...,P,F-B.Gilt P,...,P,, B}l C, folgt nach Deduktionstheo-
rem auch Py,..., P, - B — C. Ist andererseits Py,...,P,,~C F -B
und somit Pi,..., P, F (-C — —B). Nach dem 8. Beispiel von 1.21
gilt dann Py,...,P, - B — C.

1.23 Folgerung. Sei ¥ C Fy, A € Fy.

1. ¥ k£ A gilt genau dann, wenn ¥ | A gilt.
2. ¥ ist genau dann konsistent, wenn ¥ erfiillbar ist.
Beweis.
1.
SFA &2 Esgibt Ay,...,A, € Smit Ay,..., A, bz, A
DL Esgibt Ar,...,An €S mit by (A = (A = ... (An = A)..)
EE  Esgibt Ay,..., A, € Smit | (A1 = (A = ... (An o A)..)

L Esgibt Ar,..., A, € Smit Ay,..., An = A

K8 vea4

2. ¥ ist konsistent. <=
Es gibt kein A mit X F Aund ¥ F 4. <=
Es gibt kein A mit ¥ = Aund ¥ -4, <=
3 ist erfiillbar.
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1.4 Das Gentzen-Sequenzenkalkiil

Es gibt andere deduktive Systeme, fiir die Satz 1.22 gilt. Das deduktive System
Fo wurde von S.C. Kleene eingefiihrt. Das folgende deduktive System geht auf
G. Gentzen zuriick.

1.24 Definition. Das Gentzen-Sequenzenkalkiil: Eine Sequenz ist eine Zeichen-
reihe der Form I' = A mit zwei endlichen Mengen von Formeln I" und A. Seien
', A C F endliche Mengen von Formeln und A, B € F.

I' Fg A wird definiert durch:

die Axiome Ax1: A= A A
Ax2: T A -A= A
Ax3: T'= A,-A A
. . LAB=A
die Regeln R1: m

I'=> A BA
. D,
R2: v ="Av B),A
A= AB
I'=(A—- B),A
A=A
I'=s-4A
I'=A4A
I-A=A
F=>AA;, T'=BA
I'= (AAB),A
INA=A; I'B=A
IL(AvVB)=A
= AA, T'B=A
I(A—-B)= A

R3:

R4a:

R4b:

R5:

R6:

R7:

I' ¢ A bedeutet, dass es ein » € N und eine Folge von Sequenzen
I :>A1,...,Fr = A,
gibt, fiir die folgendes gilt:

1. T, =T und A, = A.

2. Jedes T; = Aj; mit 1 < j < r ist Axiom oder geht aus vorangehenden
Folgegliedern aufgrund einer Regel hervor.

1.25 Bemerkung. Die Aussage I' F¢ A kann wie folgt anschaulich interpretiert
werden: Fiir jede Bewertung ¢ gibt es eine Formel A € T' mit ¢(A) = 0 oder
es gibt eine Formel B € A mit ¢(B) = 1. Sind ' = {4;,...,4,} und A =
{Bi,...,Bn} entspricht dies also der Formel 41 A---A A, = (ByV---V Bp).
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1.26 Beispiel. pVq,(-p)VrtgqVr

Beweis
By =q,r =q,r Ax1
Bs=q,~p=gq,r Ax1
B3 =gq, (_'p) Vr = q,T R6(1>2)
B,=p,r=q,r Ax1
Bs = -p,p=q,r Ax2
BG =p, (_'p) Vr = q,T R6(475)

Br=pVg,(-p)Vr=q,r R6(36)
Bs=pVgq,(-p)Vr=qVr R2(6)

1.27 Bemerkung.

1. Aus T kg A folgt T' = A. (Korrektheit)
2. AusT | A folgt T' g A. (Vollstindigkeit)

1.5 Semantische Tableaux

Wie erreicht man eine Systematisierung des Beweisens in einem deduktiven
System? Gibt es eine Moglichkeit “automatisch” einen Beweis zu finden, ohne
dazu alle Beweise der Reihe nach aufzuzéhlen?

Nach einer denotationalen und axiomatischen Definition der Semantik der Aus-
sagenlogik wird im folgenden ein algorithmischer Aufbau betrachtet: Um zu
entscheiden, ob ¥ F A fiir eine gegebene (endliche) Formelmenge ¥ und eine
Aussageform A gilt, wird ein Algorithmus angegeben. Da in ¥ und A nur end-
lich viele Variablen vorkommen, braucht der Algorithmus nur systematisch alle
moglichen Belegungen zu priifen.

1.28 Beispiel. Mit der Idee “X F A <= XU{—A} ist nicht erfiillbar” versucht
man, um die Allgemeingiiltigkeit einer Formel A zu zeigen, einen biniren Baum
fiir = A zu konstruieren, dessen Knoten jeweils eine Klasse moglicher Belegungen
reprisentieren. Die Wurzel des Baumes représentiert alle moglichen Belegungen
und die Vereinigung der Klassen der Sthne eines inneren Knotens des Baumes
ist die Klasse der Belegungen, die der Knoten représentiert. Gelingt es, einen
solchen Baum derart zu konstruieren, dass sdmtliche Blitter des Baumes zu
einem Widerspruch zu der Annahme fiihren, eine Klasse von Belegungen, die
durch Knoten auf dem Weg von der Wurzel zu dem entsprechenden Blatt re-
prisentiert wird, enthalte Belegungen, die - A erfiillen, ist gezeigt, dass es keine
Belegung gibt, die = A erfiillt. Somit gilt, dass A Tautologie ist.

E{@V(@Ar) = (pVg A(pVr)) gilt genau dann, wenn —((pV (g A 1)) —
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((pVq) A(pVr))) unerfiillbar ist.

=((pV(gAr) = ((pVa ApVr)))

pV(gAT)

Da alle Aste zu Widerspriichen fiihren, gibt es keine Belegung, die die Formel
erfijllt!

Man unterscheidet zwei Arten von Formeln, ndmlich solche, die zu Verzwei-
gungen fiihren (8-Formeln), und solche, die nicht zu Verzweigungen fithren (a-
Formeln).

Folgende Formeln sind a-Formeln, die zu Knoten mit den Markierungen a; und
a» fiithren:

(6] | -—A | A1 N A2 | _|(A1 \Y AQ) | _|(A1 — Ag)
A Al —1A1 A1
(A) A2 —‘AZ —1A2

aq
a2

Folgende Formeln sind f-Formeln, die zu Verzweigungen fiihren mit Knoten-
markierungen £; und

B _|(A1 A Az) A1 \Y A2 A1 — A2
B | B2 -4y | 4y Ar | A —Ap | A

Beachte: Jede Aussageform ist entweder atomar (d.h. eine Variable) oder die
Negation einer atomaren Formel oder eine a- oder eine (-Formel, und genau
von einem dieser Typen.
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Es gilt: Eine a-Formel ist genau dann erfiillbar, wenn beide Komponenten oy
und ay erfiillbar sind. Eine §-Formel ist genau dann erfiillbar, wenn eine der
Komponenten 8, oder 3, erfiillbar ist.

Insbesondere gilt fiir I' C F' und a-Formel a mit Komponenten oy und as und
B-Formel 8 mit Komponenten £ und 82: Genau dann ist TU{a} erfiillbar, wenn
I'U{ai,as} erfiillbar ist und genau dann ist I' U {8} erfiillbar, wenn I'U {51}
oder I' U {f2} erfiillbar ist.

1.29 Definition. Tableauzr sind binire Bdume mit Knoten, die mit Formeln
aus F' markiert sind. Sei ¥ C F.

1. Die Menge der Tableaux 7x, fiir ¥ wird induktiv definiert durch:

(a) Tray ist der Baum mit einem Knoten, der mit A markiert ist. In
diesem Fall schreibt man auch 74 statt 7;41. Graphisch:
{A}

L

(b) Ist 7 Tableau fiir ¥ und § Marke eines Blattes von 7, so lisst sich
7 wie folgt zu einem Tableau 7' fiir ¥ fortsetzen: 7' entsteht aus 7
indem man als Nachfolger von §:

(X) einen Knoten hinzufiigt, der mit einer Formel A € ¥ markiert
ist. (A soll nicht bereits als Marke im Ast von ¢ vorkommen.)
Graphisch:

)

A

(a) einen Knoten hinzufiigt, der mit oy oder as markiert ist, falls
eine a-Formel a auf dem Ast zu § vorkommt und o7 und as die
Komponenten von « sind. Graphisch:

‘0_06 ...a

r r

a1 oder Qa3

In der Praxis werden jedoch ¢ nacheinander Knoten fiir beide
Komponenten hinzugefiigt:

..a

ayp

(e5)]
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(8) zwei Knoten hinzufiigt, die mit den Komponenten 8y bzw. 35 ei-
ner S-Formel 8 markiert sind, falls 8 auf dem Ast zu ¢ vorkommt.

Graphisch:
/5\
B1 B

Entsteht 7' aus 7 durch Anwendung einer der Regeln (X), (a) oder
(8), so heiflt 7' direkte Fortsetzung von 7.

(¢) T € v genau dann, wenn 7 = 74 fiir ein A € X oder es gibt eine
Folge 19,...,7a(=7), n € N, so dass 741 eine direkte Fortsetzung
von 7; ist fir j =0,...,n —1 und 79 = 74 fiir ein A € X.

. Ein Ast eines Tableaus 7 heift abgeschlossen, falls er zwei konjugierte

Formeln enthilt (d.h. fiir ein A € F sowohl A als auch (—A) enthilt),
sonst heifit der Ast offen. Ein Tableau 7 heif3t abgeschlossen, wenn jeder
Ast von 7 abgeschlossen ist. 7 heifit erfiillbar, wenn 7 einen erfiillbaren
Ast (d.h. die Marken entlang des Ast bilden eine erfiillbare Formelmenge)
enthalt.

Sei I' C F,A € F. Dann ist A Tableau-Folgerung aus I' (T' -, A) ge-
nau dann, wenn fiir ¥ = I' U {-A} jedes Tableau aus 7s sich zu einem
abgeschlossenen Tableau aus 7 fortsetzen l&sst.

1.30 Bemerkungen und Beispiele. Zielist eszu zeigen:T'F, A < T |= A.

1.

Abgeschlossene Aste sind nicht erfiillbar. Abgeschlossene Tableaux sind
nicht erfiillbar.

Ist T erfiillbar, so ist jedes Tableau aus 7 erfiillbar (und insbesondere
nicht abgeschlossen).

Gilt T' F, A, so ist ¥ = ' U {—~A} nicht erfiillbar. Insbesondere sind
Tableau-Folgerungen korrekt (d.h. aus I' -, A folgt T | A).

. Gibt es ein abgeschlossenes Tableau in 71, so lisst sich jedes Tableau aus

7 zu einem abgeschlossenen Tableau fortsetzen.

Beispiele:
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(a) Fr A= (B— A):
-(A - (B— A))

-(B = A)

-A
4

(b) Fr =~(pAg) = (-=pV —q):

19



Es gibt Belegungen, die =((p V ¢) — (p A q)) erfiillen, némlich ¢ mit
o(p) = 1 und ¢(g) = 0 und ¢’ ¢'(p) = 0 und ¢'(¢) = 1. Also gilt
nicht -, (pVq) = (PAg).

1.31 Definition. Sei ¥ C F,7 € 72 und o ein Ast von 7, bzw. die Menge der
Formeln, die in dem Ast vorkommen. o heif3t vollstindig, falls fiir jede a-Formel
a € o stets {a1,as} C o gilt und fiir jede 8-Formel § € o entweder 51 € o
oder By € o gilt. 7 heiflt vollstindig, falls gilt: Jeder Ast von 7 ist entweder
abgeschlossen oder “vollstéindig und enthilt ¥”. (Beachte: Falls ¥ unendlich ist,
sind unendliche Biume zugelassen.)

1.32 Bemerkungen.

1. Ist ¥ endlich, so ldsst sich jedes Tableau aus 7s; zu einem vollstindigen
Tableau fiir ¥ mit Hilfe von ¥-, a- und S-Regeln erweitern. Beachte, dass
a- und B- Regeln nur Teilformeln einfiihren und dass eine Formel nur
endlich viele Teilformeln enthalten kann.

2. Sei ¢ die Menge der Formeln eines vollstéindigen offenen Astes von 7. Dann
gilt:

(a) Es gibt kein p € V mit {p, p} Co.
(b) Ist a € 0, so auch ai,as € 0.
(c) Ist B € 0, s0ist B1 € o oder B2 € 0.
1.33 Lemma. Jede Menge ¥ von Formeln, die (a), (b) und (c) aus der Bemer-

kung 1.32.2 geniigt, ist erfiillbar. Insbesondere sind vollstiindige offene Aste von
Tableaux erfiillbar.

Beweis. Definiere:
|0, peXx
o(p) = { 1, sonst
Offensichtlich ist ¢ wohldefiniert.
Beh.: Falls A € ¥, dann ¢(A) = 1.
Induktion iiber den Aufbau von A :

A atomare oder negierte atomare Formel /

7

Sei A eine a-Formel und A € ¥, dann sind nach 1.32.2.a die Teilformeln a; und
as von A in ¥. Nach Induktionsvoraussetzung gilt p(a1) = ¢(as) = 1 woraus
p(A) =1 folgt.

Sei A eine g-Formel und A € ¥. Dann ist die Teilformel 81 oder 2 nach 1.32.2.c
in ¥. Nach Induktionsvoraussetzung gilt (1) = 1 oder ¢(82) = 1. Somit folgt
p(4) = 1. [ |

1.34 Satz. Sei I' C F. Dann gilt:

1. Genau dann ist T' nicht erfiillbar, wenn 71 ein abgeschlossenes Tableau
enthilt.
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2. Aquivalent sind

o T A,
e '+ A und
e 7(r -4} enthélt ein abgeschlossenes Tableau.

3. Aquivalent sind

o = A,
e - A und
e 7_4 enthilt ein abgeschlossenes Tableau.

Beachte: Der Kompaktheitssatz (1.10) folgt aus 1., denn ist I’ nicht erfiillbar,
enthilt 7 ein abgeschlossenes Tableau und abgeschlossene Tableaux sind stets
endliche Bdume, d.h. eine endliche Teilmenge von T ist nicht erfiillbar.
Beweis. zu 1.

“4=": siehe 1.30.2.

“=>": Jedes vollstindige Tableau 7 fiir I ist abgeschlossen, sonst enthilt 7
einen vollstindigen offenen Ast, der ganz I" enthélt und somit wére T’ nach 1.33
erfiillbar. [ |

Gibt es immer vollstindige Tableaux in 71 fiir I' C F'? Falls T" endlich ist, dann
siehe 1.32.1. Was sind aber vollstindige Tableaux, wenn I' unendlich ist? Dazu
zunichst ein systematisches Verfahren zur Tableaukonstruktion.

Systematische Tableaukonstruktion: Sei I' C F, dann ist I abzdhlbar. Sei also
' = {4, As,...}. Konstruktion einer Folge von Tableaux 7, (n € N) :

1. 71 = A;. Ist A; (negierte) atomare Formel, dann wird der Knoten mar-
kiert.

2. Sind alle Aste von 7,, abgeschlossen, dann Stopp!
3. Tp41 entsteht aus 7, wie folgt:

(a) Ist Y die erste unmarkierte a-Formel in 7, durch die ein offener Ast
geht, so markiere Y und erweitere jeden offenen Ast, der durch Y
geht, um die Teilformeln a; und as von Y. «; und ay werden mar-
kiert, falls sie atomare oder negierte atomare Formeln sind. Dadurch
werden moglicherweise Aste abgeschlossen. sonst:

(b) Ist Y die erste unmarkierte 8-Formel in 7,,, durch die ein offener Ast
geht, so markiere Y und erweitere jeden offenen Ast, der durch Y

geht, um
ﬂl/\m

Markiere 81 und/oder 3, falls diese (negierte) atomare Formeln sind.
Dadurch werden moglicherweise Aste abgeschlossen. sonst:
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(c) Gibt es eine Formel A; € T, die noch nicht in jedem offenen Ast
vorkommt, so erweitere alle diese Aste um:

.

J

Falls moglich, Knoten markieren und Aste abschlieflen.

Gehe zu Schritt (2).

Aus 71, (n > 1) erhélt man kein weiteres Tableau, falls 7,, abgeschlossen ist oder
alle Formeln von 7,, markiert sind und I" endlich ist.

Setze 7o := U,cn 7n- Dann ist 7o ein bindrer Baum. Behauptung: 7 ist
vollstédndig! Beweis:

1.

Teo = Ty fiir ein k € IN.
Ist 71, abgeschlossen, gilt die Behauptung.

Ist 73 nicht abgeschlossen, ist 73 vollstindig: Alle Formeln sjnd markiert
und T’ muss endlich sein. Alle Formeln von I' sind in offenen Asten von 7.
Somit ist I' nach Lemma 1.33 erfiillbar.

. Es gibt kein £ € N mit 7, = 7;. Dann ist 7o, ein unendlicher Baum. Es

gibt eine Folge von Knoten {Y,},n € N, die unendlich viele Nachfolger
haben: Setze Y1 = A;, die Wurzel mit unendlich vielen Nachfolgerknoten.
Ist Y;, bereits gefunden, dann hat Y,, entweder einen oder zwei direkte
Nachfolger, von denen einer unendlich viele Nachfolger hat. Wihle als
Y, +1 diesen Knoten. Dann ist der Ast {Y;,|n € N} in 7, offen, vollstéindig
und enthalt T, d.h. T ist erfiillbar.

1.35 Bemerkung und Folgerung.

1.

Ist T eine rekursiv aufzihlbare Menge, so ist das Hinzufiigen einer Formel
A, €T zu einem Tableau effektiv, d.h. falls T rekursiv aufzihlbar aber
nicht erfiillbar ist, so stoppt die systematische Tableau-Konstruktion. Ins-
besondere stoppt die systematische Tableau-Konstruktion immer, wenn I’
endlich ist. Sie liefert dann entweder: T ist nicht erfiillbar, d.h. es gibt eine
n € N, so dass 7, abgeschlossen ist, oder: I ist erfiillbar und die (offenen)
Aste von 7, liefern alle Belegungen, die I" erfiillen.

Die systematische Tableau-Konstruktion liefert also fiir endliche Mengen
alle Belegungen der wesentlichen Variablen, die I" erfiillen.

2. Zur Vereinfachung der systematischen Tableau-Konstruktion fiir eine Men-
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ge ' = {4;,...,Ap} beginne mit
Ay

As

As

als Anfangsbaum.

'EA < TU{-A} unerfiillbar
< Tr,-a} enthilt abgeschlossenes Tableau
— I'hH A

4. Beispiele:

(a) E((pva)A(-pVr)) = (qVr)oder (pVg)A(-pVr)E(qVr)
~((pvVg A(=pVr)) = (qVr))

(pVg A(=pVr)
—~(qVr)
(V)

-pVr

—-q
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(b) Bestimme alle Belegungen, die A = (p = q) V (—g — r) erfiillen!

P29 V(~g—r)

p—=q g =T

—|p r

q

Demnach ist {¢ | ¢ ist Bewertung mit (p) = 0 oder p(gq) = 1
oder o(r) = 1} die Menge aller Belegungen, die A erfiillen. An den
Blattern des Baumes lésst sich auch die dquivalente Disjunktive Nor-
malform (DNF) zur Formel A ablesen, ndmlich —-pV ¢V r.
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