3 Pradikatenlogik

3.1 Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen
Funktionen, Pradikate

e Beschreibung von Strukturen (Datentypen, Algebren,...)
e Beschreibung von Integritatsbedingungen (Relationen,. . .)

e Losbarkeit von Anfragen (Gleichungen,...)
3.1 Beispiel Bereich Z, Operationen, Pradikate,. ..

e /Zahlen: Konstanten: - -- , —2,—1,0,1,2, - -

e Individuenvariablen (Abzéhlb.): x, y, z, . . .

e Funktionszeichen (Operatoren): +, -, — (Stelligkeit 2)
e Pridikatszeichen (Relationen): <, > (Stelligkeit 2)
e lLogische Zeichen: =, A, V,—, —, ...

e Quantoren: V (fiir alle), 3 (es gibt)

e Trennzeichen: (, ), - - -
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von
Elementen Funktionen, Pradikate (Forts.)

Hilberts-10-Problem: Gibt es ein Verfahren, um zu entscheiden, ob eine
diophantische Gleichung eine Lésung hat?

e Hat ein Polynom in mehreren Veranderlichen mit Koeffizienten in
Z. eine Losung in Z 7
Jz, y, z.32° — 2zy° + 52° 4+ 6 =0
Entscheide effektiv, ob eine Aussage in Z gilt.

e Beschreibung von Eigenschaften:
U(r) =3dz.x=2z+4+1, G(zr)=dz.x =2z
Ve(U(z) V G(x))

Aufbau von Formeln;:

Aus Konstanten, Funktionen, Individuenvariablen kdnnen Terme de-
finiert werden. Terme dienen als Bezeichner fiir Elemente.

Jede Variable ist Term, jede ganze Zahl ist Term
tl, tz Terme, so auch (tl -+ tg), (tl — tg), (tl . tz)

Atomare Formeln:
t1,to Terme: So sind t1 = tq9, t1 < to,t1 > to Atomare Formeln.
A, B Formeln: So sind (A A B),(AV B),(A — B),(—A),

und fiir

x Variable, A Formel: Vx.A , 3dx.A Formeln.

3.1 Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen 74



Interpretationen

Bedeutung von Termen und Formeln. Interpretation:

Hier in Z: Terme klar 4+, —, - durch die Operatoren auf Z.
Bedeutung von: (z +5) = y,Vax(x +5) = 0,dz(x 4+ 5) = 0,
VrIy(z +5) =y

Interpretation: Bereich, Funktionen, Pradikate.

Belegung der Individuen-Variablen.

x—3 y— 8 dann (x + 5) = y wahr.

Allgemeinere Formeln: Quantifizierung iiber Funktionen, Pradika-
ten.

A = 3F((F(a) = b)AValp(z) — F(z) = g(z, F(f(z)))
wobei F' Funktionsvariable, a, b, p Konstanten und f, g Funktions-
konstanten sind.

Interpretationen:

1. D=N a=0,b=1 f(z)=2-—1
g(z,y) =z-y plz)=z>0
Gibt es eine Funktion F : N — N : F'(0) =1
F(z) =z -F(x—1) (z > 0)
2. D=N a=0,b=1 f(z)==x
g(z,y) =y+1 p(xz) =z >0
Gibt es eine Funktion F' : N —- N : F'(0) =1
F(z) = F(z)+1 (z>0)
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Allgemeine Sprache der Pradikatenlogik zweiter
Stufe

3.2 Definition Syntax

a) Alphabet:

1. Wahrheitswerte: W, F' (Log-Konstanten)
2. Logische Symbole:
2.1 Junktoren: -, —,A,V,<>, - ,If_ Then _ Else _
2.2 Operatoren: =, if_ then _ else _
2.3 Quantoren: V (Allquantor), 3 (Existenzquantor)
3. Variablensymbole:
3.1 n-stellige Funktionsvariablen: F!(j > 1,n > 0)
n = 0 Individuenvariablen: Bezeichnung T
3.2 n-stellige Pradikatenvariablen: P!(j > 1,n > 0)
n = 0 aussagenlogische Variablen
4. Konstantensymbole:
4.1 n-stellige Funktionskonstanten: f'(j > 1,n > 0)

fj(.) Individuenkonstanten: Bezeichnung a;
4.2 n-stellige Pradikatskonstanten: p’'(j > 1,n > 0)
2 A-log-Konstanten

5. Hilfssymbole (Klammern).
Alle Zeichen verschieden, kein Buchstabe Teilwort eines anderen.
Entscheidbare Teilalphabete. Stelligkeiten eindeutig festgelegt.

Spezielle Sprachen werden durch Festlegung der Konstanten (oft
nur endlich viele) definiert.
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Allgemeine Sprache der Prddikatenlogik
zweiter Stufe (Forts.)

b) Ausdriicke: Terme - Formeln

1. Die Menge Term der Terme (Bezeichner):
i. Jede Individuenvariable z; und Individuenkonstante a; (7 > 1)
ist ein (atomarer) Term
i. Sindt1,...,t,(n > 1) Terme, soauch f*(%1,...,%,) und
Fr(te, ..., tn) (3 21)
iii. Ist A Formel, t1, to Terme, so auch (if A then t; else t2)
iv. Term ist kleinste Menge mit i die Abg. bzg. ii. und iii ist.
2. Die Menge der Formeln Form:
Atomare Formeln: AForm
i. W, F € AForm
i. pg, PJQ € AForm (j > 1)
iii. Sind t1,...,t, (n > 1) Terme, so
py(t1, -5 tn), Pl(t1,...,ty) € AForm (5 > 1)
iv. Sind 1, ty Terme, dann ist (t; = t3) € AForm
Formeln: Form
i. AForm C Form
i. A, B,C € Form, so auch
(-A),(A—> B),(AVB),(AANB),(A + B)
(If A Then B Else C) € Form
iii. Ist v Variable, A Formel
((Vv)A), ((Fv)A) € Form (mit Einschrinkung)
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Allgemeine Sprache der Prddikatenlogik
zweiter Stufe (Forts.)

c) freie (gebundene) Variable. Geltungsbereich eines Quantors:
Ist B = ((Vv)A) oder B = ((Jv)A), so ist A der Gel-
tungsbereich von Vv bzw. Jv. Ein Vorkommen von v in A
heiBt gebunden. Ein Vorkommen einer Variablen v in einer For-
mel heiBt gebunden, falls es im Geltungsbereich eines Quantors
Qv vorkommt. Sonstige Vorkommen einer Variablen heiBen frei.
Eine Variable v heiBt freie Variable einer Formel A, wenn es
in A freie Vorkommen von v gibt. Formeln ohne freie Variablen
heiBen abgeschlossen oder Aussagen.

d) Teilterme und Teilformeln werden wie iiblich definiert.

Beachte: Jeder Term, Formel wird eindeutig aus den Teiltermen
bzw. Teilformeln aufgebaut.

3.3 Bemerkung und Beispiel:

a) Term, Form sind rekursiv entscheidbar, zusammengesetzte Ter-
me und Formeln lassen sich eindeutig zerlegen. Freie und gebun-
dene Vorkommen lassen sich effektiv bestimmen.

b) Vereinbarungen: Stelligkeit aus Kontext
a, b, c Individuenkonstanten, f, g, h, ... Funktionskonstanten
p, q, T ... Pradikatskonstanten, =, y, z . . . Individuenvariablen
F,G, H, ... Funktionsvariablen P, QQ, R, ... Pradikatsvaria-
blen, A, B, C, ... Formeln, t, s Terme. Die Mengen Var(t),
Var(A) seien die Variablen, die in t bzw. in A vorkommen.
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Beispiel

i) A =
IP{(F(a) = ) A Valp(e) = (F(@) = gz, F( @)}
Term  Term Term Term Term
at-F at.F at.F
Formel
Formel

Formel

Formel

Var(A) = {F,x} F kommt 3X vor, gebunden
x kommt 4 X vor, gebunden

A abgeschlossene Formel
ii)A =
VP{P(a) AVz[[z #Za AN P(f(z))] > P(z)]]
) ) ) ) T 1
geb. geb. geb. geb. geb. geb.
— P
P (2))
geb. frei

A ist nicht abgeschlossen, = hat freies Vorkommen d.h.

FVar(A) = {z}.
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Eingeschrankte Teilsprachen

Konstanten, Variablen einschranken

1. Allgemeine Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe: PL1

L1

Nur Individuenvariablen x;
(keine Funktion- und Pradikatsvariablen)

75 L2 /\V332(Elx3p(x7 f(il?z, 333)) — (p(m% 33‘1)\/])(5132, a’)))

Sprache der Gleichheitslogik

Nur Individuenvariablen z; (j > 1), Funktionskonstanten.
Keine Pradikatskonstanten und Variablen, keine Funktionsvaria-
blen.

Oft noch eingeschrankt, nur Individuenkonstanten

reine Gleichheitslogik

Term : x;, a;,if A then t; else ty

AForm : W, F, t1 = ts

VeiVaeoVes(((x1 = xz2) A (22 = a)) — (1 = a))

Sprache der quantifizierten Aussagenlogik
Nur aussagenlogische Konstanten p(;(j > 1) und aussagenlogi-
sche Variablen PJQ(j > 1) sind zugelassen.

Keine Terme. Atomare Formeln: aussagenlogische Konstanten und
Variablen, W, F', p, P;.

(VPi(P1 — p) = AP(P2, — W))
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Eingeschrankte Teilsprachen (Forts.)

4. Sprache der Aussagenlogik
Nur aussagenlogische Konstanten pg(j > 1) sind zugelassen.

(Ifp1 Then p; Else p3) <> ((p1 — p2) V (—p1 — p3))

5. Sprache der monadischen Logik (2-Stufe)
Individuenvariablen x;, keine Funktionssymbole.
Monadische Pradikatsvariablen + Konstanten: p}, le

VPVYzVy((P(z) — p(y)) — p(x))
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3.2 Semantik der P-Logik 2-Stufe
Interpretationen, Belegungen, Bewertungen

D # &, Funktionen f : D™ — D (totale Funktion),
Pradikate P C D™ (als Relationen)
oder P : D" — {W, F'}
O-stellige Funktionen (Element aus D),
Pradikate (Element aus { W, F'}).

3.4 Definition Interpretationen, Belegungen

Sei £ Sprache der P-Logik 2-Stufe
(festgelegt durch die Menge der Konstantensymbole i. R. endlich).

a) Eine Interpretation I fiir L ist ein Tripel I = (D, I, I,,) mit
e D # & Individuenbereich (Definitionsbereich).

e [, ist eine Interpretation (Belegung) der Konstanten
fre L, sol.(f"): D" — D
p™ € L,s0 I.(p™) C D™(oder : D™ — {W, F'})

e [, ist eine Belegung der Variablen:

F" Funktionsvariablen I,(F™) : D" — D (n > 0)

P™ Pridikatsvariablen I,(P™) C D™ (D™ — {W, F'})
(D, I.) heiBt auch Relationalstruktur.
Kommen keine Pradikatskonstanten vor, so Algebra.
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Interpretationen, Belegungen (Forts.)

b) Fortsetzung von I auf Term, bzw. Form:
I:Term — D I:Form — B
i) Bewertung der Terme:
o I(a;) = I.(a;) I(x;) = I,(x;)
o I(f(t1,...,tn)) =I.(f)T(t1),...,1(tn))

o I(F(t1,...,tn)) = L(F)(I(t1),...,1I(tn))
o I(if A then t; else t3) = I(t;) fallsI(A) =1 (W)
I(ty) falls I(A) =0 (F)

ii) Bewertung der Formeln

¢ I(W)=1I(F)=01I(p°)=1I(p") I(P°) = I,(P°)

o I(p(t1,...,tn)) =I.(p)(I(t1),...,1I(tn))

o I(P(t1,...,tn)) =I1,(P)(I(t1),...,1(tn))

1 falls I(t1) =p I(t2)

O sonst

e I(mA),I(AANB),I(AVB),I(A— B),I(A+ B),
I(If A Then B Else C)
Wie in A-Logik.

o [(t; =tg) =
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Interpretationen, Belegungen (Forts.)

. i z,d .
o I(VzA) = 4 1 falls fir alled € D gilt I"*(A) =1
|0 sonst
( ; ; z,d .
e I(3zA) = « 1 fallsesd € D gibt mit I*%(A) =1
O sonst

\\
), ={
I,(y) sonst
e Entsprechend fiir Quantifizierungen mit den anderen Funktions-
und Pradikatsvariablen.

Jede Interpretation I = (D, I, I,)) induziert durch i) und ii) eine
Bewertung aller Terme und Formeln, die die bewerteten Konstan-
ten und Variablen als freie Variablen enthalten. Umgekehrt wird
jede Bewertung I, die i) und ii) geniigt eindeutig durch eine solche
Interpretation induziert.
Beachte 3-Parameter: D, I., I,,.

c) Gilt I(A) = 1, so ist A wahr in der Interpretation I oder I
erfiillt A.
Schreibweise =7 A oder [ |= A

(Beachte A ist hier eine beliebige Formel, kann also freie Variablen
enthalten).
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Folgerungen

3.5 Bemerkung und Beispiel

Um die Bewertung einer Formel A zu bestimmen, geniigt es die Be-
wertung der in ihr vorkommenden Konstanten und frei vorkommenden
Variablen zu kennen!!

I =(D,I,1,)

Insbesondere: Ist A abgeschlossen, so geniigt es Interpretationen der
Form (D, I.), d.h. Definitionsbereich und Belegung der Konstanten
zu betrachten.

Seien I, Iy Interpretationen mit D1 = D5 und A eine Formel.
Stimmen I; und I5 auf allen Konstanten und freien Variablen, die in

A vorkommen, iiberein, so gilt I1(A) = I2(A).

Beispiele:

i) 3zVy(p(y) = = = y)
Stimmt in allen Interpretationen fiir die I(p) hochstens ein Ele-
ment enthilt. ,Es gibt héchstens ein x, so dass p(x) wahr ist".
ii) ,Es gibt genau ein x, so dass p(x) wahr ist".
Jz[p(x) AVy[p(y) = = = y]]
i) Vz3udv((z = uV z = v) A u # v)
AVxVyVP[x # yV P(x,x) V - P(y,y)]
Wahr in jeder Interpretation mit |D| > 2
Falsch in jeder Interpretation mit |D| = 1
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Beispiel (Forts.)

iv) Eigenschaften von Relationen: Reflex., Sym., Tra.

Vz p(z, ), VzVy(p(z, y) — p(y, x))
VaeVyVz[(p(z,y) A p(y, 2)) = p(z, 2)]
v) Relationen, Funktionen
A =Vz p(z, f(z)), A1 = p(z, f(z))
I =N, I,1,), I.(p) = < -Pradikat, I.(f) : n — n?
I“"(A))(=n <n?) =1

3.6 Definition Sei £ Sprache der P-Logik 2-Stufe

a) A € Form heiBt allgemeingiiltig, falls 1(A) = 1 fiir jede
Interpretation I fiir L.
Schreibweise: = A

b) A € Form heiBt erfiillbar, falls es eine Interpretation I fiir £
gibt mit I(A) = 1. I heiBt auch Modell fiir A (nur fiir abg. A).
Gibt es keine solche Interpretation, so heilt A unerfiillbar.

c) ¥ C Form heiBt erfiillbar, falls es eine Interpretation I fiir £
gibt, die alle Formeln von A erfiillt.

3.7 Bemerkung und Beispiel

a) A allgemeingiiltig gdw — A unerfiillbar. Es geniigt Interpretatio-
nen zu betrachten, die die Konstanten und freien Variablen der
Formel A belegen.

- unendlich viele, da D # & beliebig.

3.2 Semantik der P-Logik 2-Stufe Interpretationen, Belegungen, Bewertungen 86



Bemerkung und Beispiel

b) Es gibt allgemeingiiltige Formeln:
Tautologie-Theorem:
Sei A(p1, - .., pn) eine Formel der Aussagenlogik in A-Variablen
D1, ...,Pn. A’ entstehe aus A durch simultane Ersetzung von
p; durch B; € Form. Dann A’ € Form.
Ist A Tautologie, so ist A’ allgemeingiiltig.
(Z.B. Al V —IAl,Al — (A2 — Al) .. )

c) i) VeVyVP(x # yV(P(xz,z)V-P(y,y))) ist allgemeingiiltig.
Es geniigt Interpretationen mit I = (D) D # & zu betrachten.
|ID| =10k, |D| >1
I,(x,y, P), x = dy, y — dq

1

dl 75 dg Ok, dl = d2 ~ IU(P)(dl, dg) = 0
i) A=3PVzIy(P(z,z) AN ~P(z,y))

Weder allgemeingiiltig noch unerfiillbar.

|ID| =1~ I(A)=0,|D|>2~I(A)=1
iii) Allgemeingiiltig sind:

t =1t VA < —-Jzx(—A), JzA & ~Vz(-A)
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Bemerkung und Beispiel (Forts.)

d) Eigenschaften von Ordnungsrelationen:

p 2-stellige P-Konstante

A1 =VaVyVz((p(z, y) A p(y, 2)) — p(z,2)) Tra.

As =VaVy(p(z,y) Vply,z) Ve =1y) Tricho.t
As =Vz—p(z, x) Antireflex.
Ay = VaVy(p(z,y) — 3z(p(z, 2) Ap(z,y))) dicht

As = VaIdy p(x,y) ohne letztes Elem.
A¢ = VaIdy p(y, x) ohne erstes Elem.

Keine der Formeln ist allgemeingiiltig! (Uberzeugen Sie sich)

Sie sind erfiillbar:

I = ({0, 1,2}, <) < 0 1 2
I, = (N, <) O F W W
Is = ([0, 1], <) 1 F F W
I, = (Q, <) 2 F F F
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e)

Allgemeingiiltige Formeln

Nicht-Allgemeingiiltige Formeln

vePp(z) — drp(x)
p(z) = p(x)
Veq(x) — q(a)
p(a) — Jzp(x)
VaVy(pi(z,y) — pi(z, y))

JyVzP1(z,y) = VzIypi(z, y)
(Vop(z) V Voq(r)) —

Vz(p(z) V q(x))

Zeige — A unerfiillbar

dzp(x) — Vap(x)
p(z) — p(a)

q(a) — Vzq(z)
Jzp(z) — p(a)
VaVy(pi(z,y) = p1(y, x))
VeIdypi(z,y) — Ely‘v’:cpl(ma Y)
Ve(p(x) V q(x)) —

veP(z) V Vg (x)

Zeige — A erfiillbar
I = (Z,p(w) <z >0,
g(z) :z <0
pi(x,y) :x > y,a + 0,
x <+ 1)



Bemerkung und Beispiel (Forts.)

f) Die Sprache der Arithmetik N:
Konstanten: 0, S, +, -, I=(N0/,4+,)(n" =n+1)
Stelligkeiten 0, 1, 2, 2

VaVy(S(z) = S(y) = = =y)

Ve S(x)#O0

Vr 24+0==x

VaVy(z + S(y)) = S(z + y)

Ve -0=0

VaeVy = -S(y) =(x-y)+ =

7. VP[(P(0) AVz(P(x) —» P(S(x)))) —» VxP(x)]

Sind giiltig in 1.

Man beachte 7. ist Induktionsprinzip fiir Teilmengen von N. Es ist

eine Formel der P-Logik 2-Stufe.

ook w =

Frage nach der Axiomatisierung der Arithmetik.

Ist die Allgemeingiiltigkeit fiir Formeln einer Sprache L entscheidbar?
Rekursiv aufzahlbar?
Welche effektiven Methoden gibt es?

3.2 Semantik der P-Logik 2-Stufe Interpretationen, Belegungen, Bewertungen 90



