Denotationale Programmsemantik

4.27 Definition

Sei A eine (S, X)-Algebra, V' Variablenmenge, 2, 2" € Z(A,V)
(Zustande iiber A, V') und o ein Programm iiber (S, 3) und V.

Induktiv iber den Aufbau eines Programms wird definiert, was es heif3t,

dass der Zustand z durch Abarbeitung von c¢ in den Zustand z’ iiber-

fiihrt wird, notiert als z[[a]]42’, d.h. o bezeichnet eine Relation

[a]]a auf Z(A, V).

z[[e]]laz’ gdw 2z = 2’

2[X = t]laz’ gdw 2" = 2(X/vala (1))

z[[if B then 3 else v end; ] 42" gdw

(A =, Bund z[[B]]az’) oder (A =, B und z[[v]]az").
z[[while B do 3 end; ]| 42" gdw

es gibt eine Zahl n € N und Zustande zg, . .., z, mit

- 2 = 20,

- A, Bund z[[B]lazip1 fir0 <i < mn

- A}, B

- zp =2

z[[aB]laz’ gdw es gibt einen Zustand z; mit z[[a]]4z1 und

z1[[B]laz’.

Beachte: Die zweistellige Relation [[]] 4 ist rechtseindeutig aber nicht

immer rechtsvollstindig, d. h. aus z[[a]] 42’ und z[[a]] 42" folgt 2’ =

1
z

, aber nicht zu jedem c und z muss es ein z’ geben mit z[[a]] 42",
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Beispiele

Bei einer While-Schleife beschreibt [[—]] 4 den Ablauf.
z=2 [Bla = [Bla -+ 21 [Blla 20 =2
B gilt e gilt cee gilt B gilt nicht mehr
4.28 Beispiel Im Beispiel 4.26: z[[a]| vot 2z’ und sei 2(X) = 2:
a:z(X)=2,2(Y)=0,2(Z2) =0
e Nat =, Y =X
Zl(X) — 2721(Y> — 1aZ1(Z) =1
e Nat |:z1 Y = X
ZZ(X) — 27 ZQ(Y) - 27 ZQ(Z) =4
e Nat \#22 Y = X
Z/ = 29
Allgemein gilt:

2(2) = z2(X)?
Z'(X) = 2(X)
(V) = 2(X)

« ,berechnet” mit Eingabe X in Z die Funktion f(x) = 2
Analog 3 berechnet in Z die Funktion f(z,y) = =z + v.

Analog v berechnet in Z die Funktion f(x,y) = x * y.

D.h. 4+,4t, *nat sind iiber N, berechenbar” durch While-Programme.
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Interpretersemantik

4.29 Definition Sei A eine (S, X)-Algebra und V' eine Variablen-
menge. Die Interpreterfunktion I 4 ist eine zweistellige totale Funktion,
die einem Programm « und Zustand z, das Programm o’ und den
Zustand z’ zuordnet, (d.h.I4 : (Prog, Z) — (Prog, Z)), die
sich nach Abarbeitung der ersten Anweisung von « im Zustand z als
Restprogramm und neuer Zustand ergeben. Sie wird induktiv wie folgt
definiert:

o Ia(e,z) = (g, 2).
o [A(X :=1t; B,2) =(8,2(X/vala.(t))).

(v06,z) falls A =, B
(08,z) sonst

e [,(if Bthenvyelsedend; 3,z2) = {

e [,(while Bdovend; 3,z2) =
{(fywhile Bdo~end; 8,z) falls A =, B

(B, 2) sonst

I 4 ist wohldefiniert und total auf der Menge (Prog, Z).

Beachte in I 4(while B do ~ end; 3, z) ist,Restprogramm® struk-
turell komplexer als Ausgangsprogramm (im Fall A |=, B).
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Beispiel (Fort.)

4.30 Beispiel Im Beispiel 4.26: While-Programm o = 5155573 iiber
Signatur von Nat.

2(X)=2,2(Y)=0,2(Z2) = 3:

lteration von 1 4.

I (a, z) = I5(81528Ss,2) = I15(S3,2(Y /0, Z/0))

= I%(Z := succ(Z + (Y +Y));
Y := succ(Y); Ss,2(Y/0,7/0))

= I5(Y := succ(Y); S3,2(Y/0,2Z/1))
= I5(S3, 2(Y/1, Z/1))
= I3(Z = succ(Z + (Y +Y));
Y = succ(Y); Ss,2(Y/1,Z/1))
= 14(53,2(Y/2, Z/4))

= (¢,2(Y/2,2/4))

D.h. I (e, 2) = (&, 2") mit 2’ wie gehabt.
Offenbar gilt z[[a]] 42’ fiir dieses Beispiel.
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Aquivalenz der Semantikbegriffe

4.31 Lemma Sei A eine (S, 3)-Algebra, V' eine Variablenmenge,
2,2 € Z(A,V) Zustinde und « ein Programm iiber (S, ) und
V. Dann gilt

z[[a]]az’ gdw In € NT : I'}(a, 2) = (g, 2)

Beweis: Induktion Gber Aufbau von «.

o « Zuweisung X :=t; , t Term mit Typ(X) = Typ(t)
z[[allaz’ gdw 2 = 2(X/vala (1))
gdw Ta(a,z) = (g,2") (d.h. n = 1 gewihlt)
e « Test if B then 3 else v end; analog.

e « Schleife while B do 3 end; und die Behauptung gelte fiir 3.
Es gelte z[[a]]2’, dann
z[[while B do 3 end; ]|42" gdw
es gibt eine Zahl m € N und Zustande zg, . .., z,, mit

- 2 = 20,

- A |:ZZ B und Zi[[ﬁ]]AZH-l fur O S 1 <m

- AW, B

— Zm =2z

Wihle minimale Zahlen n;(i = 0, ..., m—1) mit I (3, z;) =
(g, zi+1). Mit n := ng + ... + n,,—1 folgt die Behauptung.
Umkehrung?.
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Aquivalenz der Semantikbegriffe (Forts.)

e a = By o0.B.dA. B,y # & Angenommen z[[a]]az’, dann gibt
es einen Zustand z1 mit z[[3]]z1 und 2z1[[Y]]z". Nach Induktions-
voraussetzung gibt es Zahlen nq, ns, so dass

I'Y(B,2z) =(e,z1) und I,2(v,z21) = (g, 7).

Wahle n1, no minimal mit dieser Eigenschaft. Dann gilt mit
n = ni+ no:

Thi(e,z) = I,07"2(By, 2) = TA(I,H(BY, 2))
n /
— AQ(’YJ Zl) — (87 < )
Wo benétigt man die Minimalitat von nq?

Sei umgekehrt z[[a]] 42’ nicht giiltig. Entweder gilt dann z[[a]] 42"
fiir einen anderen Zustand, insbesondere auch I'j(«, 2) = (e, 2")
fiir ein . wie eben gezeigt, und also fiir kein 1’ Ij}l/(a, z) = (g, 2);
oder es gibt keinen Zustand 2z, so dass z[[a]] 42’ gilt. Dann gibt es
entweder 2" mit z[[3]]z" aber keinen Zustand 2z’ mit z[[y]]2’ oder
keinen Zustand 2" mit z[[3]]z".

Die induktive Voraussetzung liefert im ersten Fall: I(3,2) =
(g, 2") fiir ein m und fiir kein n’ kann T4 ~ in n’ auf den Zustand
2" zum leeren Programm abarbeiten. Dann kann aber auch kein n”’
existieren, so dass I4 (3~ auf den Zustand z zum leeren Programm
abgearbeitet wird.

Analog im zweiten Fall.
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While-Berechenbare Funktionen

4.32 Definition

Sei A eine (S, 33)-Algebra. Eine Funktion f : s, X - - - X 8" — s
heiBt (while-) programmierbar (while-berechenbar), falls es eine Va-
riablenmenge V' iiber (S, X3), die die paarweise verschiedenen Varia-
blen X; vom Typ s’ (Eingabevariablen) und Y vom Typ s (Ausgabe-
variable) enthélt, und ein Programm « iiber (S, ¥) und V gibt, so

dass fiir alle Zustinde z € Z( A, V) gilt:

f(Z(X1)7 RIS Z(Xn)) |
~ es gibt ein 2’ € Z(A, V) mit

z[[a]]az’ und 2" (V) = f(2(X1), ..., 2(X,)).

f(z(X1)7 sy Z(Xn)) T
~~ es gibt kein 2/ € Z(A, V) mit z[[a]]az’.

4.33 Beispiel Beispiel 4.26 (Fort.)

Programm o berechnet die Funktion f(x) = x* in Nat mit
Eingabevariable X Ausgabevariable Z

Programm (3 berechnet die Funktion f(x,y) = © + N4ty in N mit
Eingabevariable X, Y Ausgabevariable Z

Programm = berechnet die Funktion f(x,y) = x *nqt y in N mit
Eingabevariable X, Y Ausgabevariable Z
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