Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken

G kontextfreie Grammatik. w € X* w € L(G)? Wortproblem ist
primitiv rekursiv entscheidbar. (schlechte obere Schranke!)

Kellerautomat der L(G) akzeptiert st dieser effizient?

Problem:

e keine Endeutigkeit (mehrere Strukturbdume)
o Kellerautomat ist nicht-deterministisch.

e Falls deterministischer Kellerautomat moglich, so effizienter.

Beachte Beispiele:

e Boolesche Formeln iiber Signatur (PL-Formeln)
e Terme iiber Signatur
e Formeln iiber Signatur

e While Programme iiber Signatur

Mehrere Regeln mit gleicher linken Seite!
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Verallgemeinerung der deterministischen
Kellerautomaten

Mit Vorausschau n € N, falls in Abhangigkeit vom Kellerinhalt und
den m-nachsten Eingabezeichen eindeutig die Moglichkeit besteht, die
einzig richtige, als nachstes anzuwendende Produktion zu finden.

1-Vorausschau {a"b" : n > 1}
Schlagwort LR(k)-LL(k) Analyse.

7.45 Definition Normalformen fur kontext-freie Grammati-
ken

Sei (G eine kontext-freie Grammatik, (& ist in

e Chomsky-Normalform: Produktionen der Form

A — BC oder A — a A, B,C &€ N,aeT

e Greibach-Normalform: Produktionen der Form

A — ax A€ N,a €T, € N*

7.46 Satz

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit ¢ € L(G) gibt es eine
kontextfreie Grammatik G’ in Chomsky-Normalform, mit L(G) =
L(G").

Die Transformation G ~~ G’ ist effektiv.
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Beweisidee

Beweisidee: G = (N, T, I1, Z) kontextfrei.

1. Schritt: e-frei: Da e ¢ L(G), gibt es eine dquivalente Grammatik
G’ die keine Produktionen der Form A — & enthilt.

2. Schritt: Normierte Terminierung: Zu G = (N, T, 11, Z) gibt
es eine iquivalente Grammatik G’ = (N, T, IT', Z), die
nur Produktionen A — a mita € T und A — o mit
a € N* enthilt.

Sei N = NU{A, : a € T}.II entsteht aus IT indem
jedes a € T in II durch A, ersetzt wird, vereinigt mit
{A, — a : a € T} Platzhalter.

3. Schritt: Keine Kettenproduktionen: Zu einer Grammatik
G = (N, T, 11, Z) gibt es eine dquivalente Grammatik
G' = (N,T,Il', Z), die keine Produktionen der Form
A — B mit A, B € N enthilt (siehe NEA).
Sei M = {(A, B) ENQ:AEB}
(lasst sich berechnen: Entferne Zyklen (A, B), (B, A) €
M . Beginne mit (A, A).)
II" = TIN\{A — B : A,B € N} vereinigt mit
Produktionen A — 7', |7'| > 1, die aus Produktionen
A — r & II durch Ersetzen mancher B in r durch C
mit (B, C) € M entstehen, vereinigt mit A — a fir
alle (A, A,) € M.
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Beweisidee (Forts.)

4. Schritt: Chomsky-Normalform: Produktionen der Form

A — Bi...B,, n > 2 ersetzen: Dazu

A — BH,Hi — DBsHy,---,H, 3 —
B, -H, -, H, o — B,_1B, mit neuen Nich-
terminalsymbolen H4, ..., H, .

Falls e € L(G), so ist
(NU{Z'}, T, TU{Z — Z,Z' — e},Z"), wobei
(N, T,II, Z) in Chomsky-Normalform.

7.47 Beispiel Sei G = ({Z, A, B}, {a,b}, 11, Z)

IT :

Z — bA /Z — aB
A — a B — b

A — aZ B — bZ
A—bAA B — aBB

1. Schritt: e-frei: ok.

2. Schritt: Z — AA | A,B

A—a,B—-bA, —a,Ay, — b
A—>AaZ B—>A5Z
A— AyAA B — A,BB

3. Schritt: Keine Kettenproduktionen: ok.
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Wortproblemalgorithmen fiir k.f. Sprachen

4. Schritt: Letzte Zeile oben:
A — AbCl, Cl — AA
B — AaDl, D1 — BB

Auswirkungen auf Strukturbaum? (binar)
~» Pumping Lemma Konstante: 2l VI + 1.

x € L(G) ~» x ist in hochstens 2|z | + 1 Schritten in G ableitbar
(exponentieller Aufwand fiir Entscheidung x € L(G)).

7.5 Algorithmus von Cocke-Kasami-Younger
7.48 Satz

Sei G in Chomsky-Normalform. Dann gibt es einen Algorithmus der
das Wortproblem fiir G' mit Laufzeit O(n?) entscheidet.

w € L(G) lw| = n Laufzeit O(n?)

Beweis: Sei w = a; ... a,,

Esgilt w € L(G) gdw Z € Lyi,(w).

Wie berechnet man aus w die L;;. Dynamisches Programmieren.

Induktiv iiber 5 — ¢ Berechnung von L;;:

) j—’L:OLJJ:{AA%CLJEH}
(da Chomsky-Normalform)
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Algorithmus von Cocke-Kasami-Younger

® j — 1% > 0: Berechne L;; aus L;;—1 und Ly; fiir ein kK mit ¢ <
k S j, wobei A - Lijv falls A — BC - H, B - Lik’—ly
C € Ly;.

In jedem Schritt miissen maximal 2n Mengen betrachtet werden und
es gibt weniger als n° Mengen L;;, daher kann die Laufzeit durch cn’
beschrankt werden, wobei ¢ eine Konstante ist, die von der Grammatik

G abhangt.

Verwaltung mithilfe einer Erkennungs-Matrix
73—t 1| 1 2 ... n
0 U {J

n—1 |{}

Beispiel:

Z - CB|FA|FB
A—-CZ|FD|a
B—FZ|CFE|b

D— AAF — BB,C — a,F — b

w = aababb, |lw| =6

7.5 Algorithmus von Cocke-Kasami-Younger 269



.A.umﬁ_

I neyossneop) jyoiSow (w)() Mo udlunyuesydsuiq U UBuNISSSIGISA I[DIA
"uayoeudg sjewdo) +

usjewolny uewn/yoiddoH gz sysIg “Jeqsisijesl cU 1SZ W |\ | PUBqIYSA 4Ny

=1
9
— =IO +r—-u +u
¢+ .u ( )( vmzw
T — U U31S0Y
Sesjuig-T Z'd | & 9
: aVv v 7 G
A Z a ¢ 7
N cmuqmov_
(3 T — w) av 4d 14 14 ¢ €
._” cmuqmov_
(nug T —u) Z'0 Z Z Z a T z
(Benuzu) J'g A‘'d DOV A9 OV OV | 0 T
d8ue
9 G 7 ¢ é IT=21t|t=C mi

270

7.5 Algorithmus von Cocke-Kasami-Younger



7.6 Unentscheidbare Probleme fiir kontextfreie
Grammatiken

Unentscheidbare Probleme fiir allgemeine Grammatiken

e Wortproblem

e L(G)=0

o L(G)=X%X"

e L(G) endlich

o L(G1) = L(G2)
e cc L(G)?

Fir rechts-lineare-Grammatiken alle entscheidbar.

Fiir kontexfreie Grammatiken? Wortproblem, L(G) endlich ?,
L(G) = @7, € L(G)? entscheidbar.

7.49 Satz

Sind G, G5 kontextfreie Grammatiken.
Es ist unentscheidbar, ob die zugehérigen Sprachen disjunkt sind.

Folgendes Problem ist nicht rekursiv entscheidbar:

Eingabe: kontextfreie Grammatiken G, Gbs.

Frage: L(G1) N L(G2) # @27
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Unentscheidbare Probleme fur kontextfreie
Grammatiken (Forts.)

Beweis: Reduktion des PCP auf dieses Problem.

Sei £L = (u1 ~ v1,...,up ~ V), us,v; € 0T k> 1.
Sei J ={1,...,k}, JNTl =0.

Definiere Grammatiken G; = (N,;, T, 11, Z;), 7 = 1, 2.
T=TUJ, N;,={Z,}

Il ={Z) — u;Z1i |uii:1=1,...,k} 2k-Regeln
Iy = {Zy — viZoi |vii:i=1,...,k} 2k-Regeln

L(Gi)NL(Gs2) #92 gdw dx € X" = € L(G1) N L(Gy)

gdw dtq,ts € J* .
r = U(tl)t?w = V(tg)tgm

gdw 3t € JT = = U@)t™ = V(t)t™

gdw It € JT U(t) = V(1)
gdw PCP(L)

Beachte:
Die Konstruktion liefert ,einfache’ k.f. Grammatiken GG; und G:

Sie sind linear (A — wBwv Regeln) und eindeutig: nur eine Links-

ableitung moglich!
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Folgerungen

e Es gibt kein effektives Verfahren, um fiir zwei kontextfreie Gram-
matiken GG1, G5 eine kontextfreie Grammatik G zu bestimmen mit
L(G) = L(Gy) N L(G2). (Begrindung: L(G) # @ ist fir
kontextfreie Grammatiken entscheidbar).

e Man kann jedoch eine kontextsensitive Grammatik berechnen mit
L(G) = L(G1) N L(G2),d.h. L(G) # @ ist nicht entscheidbar

fur kontextsensitive Grammatiken.

7.50 Satz Das Mehrdeutigkeitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken
ist unentscheidbar.

Eingabe: GG kontextfreie Grammatik.
Frage: Ist G mehrdeutig?
Beweis:

PCP auf Mehrdeutigkeitsproblem reduzieren: Seien G1 und G5 die
kontextfreien Grammatiken wie oben zu PCP L konstruiert.

GE -= ({Z7 Zl) Z2}7PU‘]’ H1UH2U{Z - Zl7 Z — Z2}7 Z)

L ~ G effektiv. L(Gz) = L(G1) U L(G>3)
GG1, G5 sind eindeutig.

G ist mehrdeutig gdw L(G1) N L(Gs) # @
gdw PCP(L)

7.6 Unentscheidbare Probleme fiir kontextfreie Grammatiken 273



Weitere unentscheidbare Probleme fur
kontextfreie Grammatiken

7.51 Satz

Folgende Probleme fiir kontextfreie Grammatiken sind nicht entscheid-

bar.

1) P(G) gdw L(G) = X" (G iber X =T)

2) P(G) gdw L(GQG) ist rechts-linear

3) Ps3(G) gdw = L(Q) ist kontextfrei
(rechts-linear, unendlich)

4) Py(GQ) gdw L(G1) = L(G2) (beide iiber T")

6) P6(G1, Gz) gdw L(G1) M L(Gg) ist kontextfrei
7) P;(G1,G2) gdw L(G;1) N L(G2) unendlich
8) Ps(G1,G3) gdw L(G1) N L(G2) RL-Sprache

Eendl _,C,_ ,C,g _,C,_ »C'det—kf _,C,_ »C'2 _,C,_ £1 _,C,_ »Cfprim—rek _,C,_ »C'entsch. _,C,_ »C'O —
Erek—aufzb.
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Kontextsensitive Grammatiken und Sprachen

Erinnerung: Die Sprache {a"b"c" : n € N} ist eine Typ-1 Spra-
che: Grammatik ({Z, A, B, H,C}, {a, b, c}, I1, Z) mit Produk-
tionen Il = {Z — ¢ | Ac,A — ab | aACB,CB —
CH,CH — BH,BH — BC,B — b,Cc — cc}.

Sie ist nicht kontexfrel.

Das Wortproblem fiir k.s. Grammatiken ist entscheidbar. Man muss
nur Ableitungen bis zur Linge (|N| + |T'| 4+ 1)/®! 4+ 1 durchsuchen

(ansonsten enthilt die Ableitung zwei identische Worter mit Lange
< |z|).

Ein linear beschrankter Automat (LBA) ist eine (nichtdetermi-
nistische) Turing-Maschine, deren Lese-/Schreibkopf den Bereich, auf
dem beim Start die Eingabe steht, nicht verlassen darf.

e Die Typ-1-Sprachen sind genau die Sprachen, die sich mit einem
LBA akzeptieren lassen.

Solche Automaten lassen sich auch durch Produktionen Charakterisie-
ren. Sie haben die Gestalt:

qga — q'a’ 7,9 € Q,a,a E NUT

qa — aq  q,qd € Q,a,a’ € NUT

bga — q'ba 7,9 € Q,a,d e NUT

letztere fiir alle b € N U T falls keine andere diese linke Seite hat.
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Kontextsensitive Grammatiken und Sprachen
(Fort.)

Es gibt weitere Charakterisierungen der k.s. Sprachen durch spezielle
Grammatiken. Eine Grammatik G = (N, 7,11, Z) heiBt erwei-
ternd, falls IT nur Produktionen der Form [ — 7 mit [ # & und
|| > || enthélt. Es gilt: Zu jeder erweiternden Grammatik gibt eine

aquivalente k.s. Grammatik.
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