Charakterisierungssatz

7.42 Satz

Die kontextfreien Sprachen sind genau diejenigen, die durch einen Kel-
lerautomaten akzeptiert werden.

Beweis: ,~" LL-Automat.

' Sei K ein Kellerautomat. 0.B.d.A. Finalzustand nur ein Zustand
feaqQ.
Definiere eine kontextfreie Grammatik G mit nichtterminalen

Ng = {[rq,q'] :z €T, q,q" € Q},
Startzustand Z = [iqo, f],
Terminalsymbolen X2 und Produktionen

(g, 4] = alzmGm; gm-1][Tm-1Gm—1, qm—2] - - - [T2q2, @1][x1q, ¢]
Fiir jeden Befehl zqa — x1 -+ Tpmqm, a € X U {e} und alle
qi, .- -, qm—laq, S Q
Esgiltfirx € I',q,¢ € Qund w € *
- q' gd T
(¥)  zqw ¢ gdw [zq, '] F w
Insbesondere erzeugt also (G, die von K akzeptierte Sprache.
Beweis von (x):
Es gelte [xq, q'] I(—; w. Durch Induktion iiber die Lange einer Ablei-

tung in GG zeige im Kellerautomaten gilt xqw [I—( q.
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Charakterisierungssatz (Forts.)

Erster Ableitungsschritt

1
[33Q7 q/] IC—¥ a,[33QO7 Qm_1][xm_1qm_1, qm_2] ..

(2292, q1][T1q1, 4] lc_; w

mit a € X U {e}. Somit ist w zerlegbar in Teilwérter aw,, . . . w;
mit der Eigenschaft [x;q;, q;—1] |(_; w;.

Fir 1 <4 < m und [z1q1, ¢'] l(_; w1 .

Nach Induktion vor folgt x;q;w; II-{ q;—1 fir 1l < 2 < m und
- q.

X14q1W1 e q

Da es die Regel xqa — x1:: - x;,qm im Kellerautomaten gibt,
erhalt man die Ableitung:

TqW = TqaWy, ... W1 II—( T1 " T 1Tm@mWmWm—1 * * - W1
I"( L1 Tm—-149dm—-1Wm—1 * * * W1
|—CC1...qm_2...w1
K
= z1q1wy
K
I_ /

b q
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Charakterisierungssatz (Forts.)

Es gelte umgekehrt xqw II-{ q’. Induktiv iiber die Linge einer Ablei-

tung im Kellerautomaten zeigt man nun [zq, ¢'] |(_; w.

Betrachte ersten Schritt:
1
rqw b x1---x v q
q K 1 m4m K q

mt w = av, a € X U {e}. Zerlege die Ableitung von
x1 - Tmgmv nach ¢’ in m-Phasen, die dadurch definiert sind, dass
nach der z-ten Phase im Keller nur noch die Zeichen 1 - - - x,,—;

verbleiben. (Da Keller leer gemacht werden muss). Die Ableitung hat

somit die Form
1

xqw ;xlo-oxmqm’v:xlo-oxmqmwmoo-wl
[|‘< T1° Tm—1Qm—1Wm—1 * * * W1
- x *qdm—2 W1
K
= z1grws
K
- q/
K

und es gilt x;q;w; II—{ qi—1 fir 1 < ¢+ < m, z1q1w1 II—{ q.

Ind.vor ~> [@igi; gi—1] £ wi, Ky < mound [21q1, 4] £ wi,

1
also [zq, q] |c_: alTmGm, @m-1] - - - [T1q1, ¢'] |c_¥ QW,, « -+ W =
av = w.
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Abschlusseigenschaften

7.43 Lemma

Der Durchschnitt einer kontextfreien Sprache mit einer rechts-linearen
Sprache ist eine kontextfreie Sprache.

Beweis: Idee: Lasse gleichzeitig Kellerautomat und endlicher Automat
ablaufen.

Sei K mit Produktionen der Form
!/ !/
TAra — T g bzw. yqx — Y qp
und A DEA mit Produktionen
gaa — g4 (:= 5(qa, a))

Bilde Produktautomat [K, A], d.h. Q = [QK, Q4] O [qx, q4]

als Kellerautomat mit Produktionen

z[qK, gala — ='[¢k, 0(qa, a)]
bzw.

ylax, qa] — ¥'lak, qal
Startzustand [ix, 4], d.h. i(x) = i[qo,, o]z fir = Eingabe-

wort.

Finalzustinde [fx, fa] fx € Finalzustand von K, fa € Finalzu-
stand von A.
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Abschlusseigenschaften (Forts.)

Es gilt
w € L(K) M L(A) gdw dfx € Fi quOK’lU I|_( e A
Jfa € Faqo,wh fa

gdw H[fK, fA] € Fix X Fu :
ZK[qOKaqOA]w |_ [fK)fA]

gdw w € L([K, A])
7.44 Beispiel
L ={ww: w € {a,b}"} ist keine kontextfreie Sprache.
Sei R = a™b"a™b" rechts-lineare Sprache (warum?)

LNR = {a'ba'¥ : i > 1,5 > 1} ist keine kontextfreie
Sprache.

Angenommen JA: Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen: Sei
n € N die Konstante fiir die kontextfreie Sprache L N R.

Wihlei = j=n a"b"a"b" € L N R.

uvwzxy Zerlegung: - a"b"a"b" = uvwaxy
lvwz|<n

~» Kopplung zwischen a—EXP und b—EXP kann nicht aufrechter-
halten werden 7

(Frage: Ist L kontext-sensitive Sprache?)
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Bemerkumg zu Pumping Lemmata

Beachte Quantoren bei Pumping Lemmata.

\4 = v =
Lels neN zeL wu,v,weX”
1z| > n zZ = uvw
0< |v]<n

L e L5 u,v,w,
x,y € X"
Z = uvwTyY

V uv'w € L

1

wv'wx'y € L

Es gibt scharfere Versionen dieser Lemmata. z. B. |uv| < n oder
|lvw| < n fiir rechts-lineare Sprachen. Odgen’s Lemma fiir kontext-
freie Sprachen (Man darf sogar gewisse Buchstaben markieren).
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