6.2 p-Rekursive Funktionen R, (N)
(partiell rekursive Funktionen)

e Primitiv rekursive Funktionen P (N)

Die bisher betrachteten Operationen auf Funktionen bilden totale
Funktionen wieder in totalen Funktionen ab.

z.B. Komposition, primitive Rekursion, Fallunterscheidung, be-
schrankte Minimierung, Wertverlaufsrekursion.

e Diagonalisierung liefert fiir jede effektiv aufzihlbare Menge von
totalen Funktionen eine Diagonalfunktion d, die total, effektiv und
nicht in der Menge liegt.

Will man alle effektiv berechenbaren Funktionen charakterisieren,
so benotigt man partielle Funktionen.

Welche Operationen fiihren zu partiellen Funktionen?
Vergleichbar dazu: While Konstrukt der Programmiersprache.
Idee: Unbeschrankte Minimierung: Suchen nach ,erster Nullstelle”.

Hat eine Funktion keine Nullstelle, so ist eine solche Suche nicht er-
folgreich sein und fiihrt somit zur Partialitat.
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Minimierung

6.37 Definition Minimierungsoperator
Sei f : N"™! — N eine Funktion n > 1.
g : N — N entsteht aus f durch Minimierung, falls gilt

g(%) | gdw Jy (f(Z,y) L A f(Z,y) =0A
Vz (z <y — (f(Z,2) |l A f(Z,2) >0)))

In diesem Fall ist g(&) als das eindeutig bestimmte y definiert.

Schreibe: g(%) = py.f(Z,y) = 0,
(kleinste vy, so dass f (&, y) null ist)

6.38 Beispiel
e +:NXN—N
g(z) = py.(x +y =0) = {

e x:NXN—-N
g(z) =py.(x+xy=0)=0

0 x =

T sonst

Beachte:
Die Minimierung wird auf Funktionen mit Stelligkeit > 2 angewendet.

Offenbar ist P (N) nicht abgeschlossen gegen Minimierung
(sieche py.x + y = 0).
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p-rekursive Ausdriicke und Funktionen:
Die Klasse R,(N)

6.39 Definition Erweiterung der Ausdriicke

e Syntax: u-rekursive Ausdriicke entstehen durch Hinzunahme
der Regel
G
MIN(G)

zum Kalkiil der primitiv rekursiven Ausdriicke.

e Semantik: Jeder pu-rekursive Ausdruck 7 reprasentiert fiir belie-
bige Stelligkeit n > 1 eine Funktion ffrn) : N — N durch:

f](\;;N(G)(xla .. 73371) — ,uy.ng_l)(:Ul, « ooy Ln, y) = 0,
falls # = MIN(G).

Sonst bleibt f7(rn) wie im primitiv rekursiven Fall unter Beobach-
tung, dass nun partielle Funktionen vorkommen diirfen, d.h. ist
beim rekursiven Auswerten eine Teilfunktion an der betrachteten
Stelle nicht definiert, so ist auch die gesamte Funktion an der be-
trachteten Stelle nicht definiert.

e FEine Funktion f : N” — N heift u-rekursiv (oder partiell
rekursiv), falls f = ffrn) fir einen p-rekursiven Ausdruck 7 gilt.

Sei R,(N) die Menge der partiell rekursiven Funktionen.
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Beispiel
6.40 Beispiel
Seim = REK(SUCC, MIN(PROJ(1))).
Bestimme ff) : N* —» N.
fO,0) = fee(@,0)=2+1
@ y+1) = firnverosay @ £ @ 1), )
= urz-fl(féw(l)(w, (2, y),y,2) =0

_ 0O =0
\T sonst
raj—l—l falls y = 0
£ (x,y) =20 fallsz =0Ay >0
\T sonst

6.41 Satz

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen enthilt die Grundfunktionen
und ist abgeschlossen gegeniiber Komposition, primitiver Rekursion

und Minimierung. Sie ist die kleinste Klasse von Funktionen mit dieser
Eigenschaft.

Es gilt P(N) € R,(N).
Beweisprinzip fiir Eigenschaften p-rekursiver Funktionen:

e Eigenschaft E gilt fiir die Grundfunktionen.

e E bleibt erhalten bei Komposition, primitiver Rekursion, Minimie-
rung.
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Entscheidbare Mengen
Abschlusseigenschaften

6.42 Definition

Eine Relation R C N" heiBt (rekursiv-) entscheidbar, falls ihre
charakteristische Funktion x g : N — N p-rekursiv ist, d. h.

xr € Rp(N)
Beachte: Jede primitiv rekursive Relation ist entscheidbar.

Es gelten fiir die p-rekursiven Funktionen und entscheidbaren Relatio-
nen zum primitiv rekursiven Fall analoge Abschlusseigenschaften.

Insbesondere:
6.43 Lemma Reduzierbarkeit

Ist S C N" entscheidbar und sind f1,..., f, : N — N totale
p-rekursive Funktionen (z.B. wenn die f; primitiv rekursiv sind).

Dann ist auch R C N™ mit
R gdw Sfi(Z)... fn(Z) entscheidbar.

6.44 Beispiel

Sei f eine totale u-rekursive Funktion, dann ist ihr Graph entscheidbar.

Beweis:
R(Z) gdw (&, y) € graph(f)
gdw f(Z) =y

Lemma mit f1(Z,y) = f(Z), fo(Z,y) =y, S = =
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Fallunterscheidung mit entscheidbaren Relationen

6.45 Lemma Fallunterscheidung

Seien Rq, ..., R,, paarweise disjunkte entscheidbare Relationen und

hi, ..., hpa1 p-rekursive Funktionen auf N™. Dann ist die Funktion
f:N" — N mit

(h(Z)  falls Ry
7) =4
H(&) hn(ZT)  falls R

| Am+1(Z)  sonst

p-rekursiv,

Sind die Funktionen h; auf R; definiert und ist h,,+1 auf N™\ U R;
1

definiert, so ist f total.
Beweis:
Der Beweis geht nicht wie im primitiv rekursiven Fall!

Damals:
(&) = xr, (Z) - ha(Z) + -+ + Xrm(T) - hm(Z)+

(1 = (XRryv-vRm(Z)) - hng1 (Z)
Diese Gleichung gilt mit partiellen Funktionen h; nicht!
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Fallunterscheidung (Fort.)- Weitere
Abschlusseigenschaften
Definiere p-rekursive Hilfsfunktionen H; fir 1 < ¢ < m 4+ 1 auf
N"*! durch
Dann gilt H; € R,(N) und
(&) = Hi(Z, xR, (%)) + - -+ + Hn(Z, xR (T))+
Hm—i—l(fa 1 — (XRl + - XRm)(CE))
(Beachte H;(Z, y) ist fir y > O definiert gdw h;(Z) definiert ist).

6.46 Lemma

e Die entscheidbaren Relationen sind abgeschlossen gegen —, A, V
und beschrankte Quantifizierung.

e Die Klasse R, (N) ist abgeschlossen gegen beschrankte und unbe-
schrankte Minimierung mit Relationen. Ist R C N entscheidbar,
so ist die Funktion

f(&,b) = py < b.RTy

und
9(%) = py. Ry
p-rekursiv.
(Das kleinste y mit RZy, falls es ein solches gibt, sonst T).
Beachte dabei f ist stets total.
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6.3 Universalitiat der p-rekursiven Funktionen

Ziel:

Aquivalenz der p-rekursiven und der durch while-Programme bere-
chenbaren Funktionen.

6.47 Satz

Jede p-rekursive Funktion ist durch ein while-Programm iiber N pro-
grammierbar.

Beweis: Simulationstechnik Durch Induktion iiber Aufbau der -
rekursiven Ausdriicken zeige, dass jede partiell rekursive Funktion
durch ein while-Programm berechenbar ist.

Somit sind die Grundfunktionen programmierbar. Komposition, primi-
tive Rekursion, Minimierung von programmierbaren Funktionen liefern
programmierbare Funktionen.

Voraussetzung: Werden mehrere Programme benétigt, so Verwendung
unterschiedlicher Variablen (ggf. Umbenennung von Variablen).

7 u-rekursiver Ausdruck, n > 1.

Induktive Konstruktion eines While-Programms agr”), das die Funk-
tion f7(rn) mit Eingabevariable X, = (X7(Tl), ey Xfrn)) und der
Ausgabevariable Y. berechnet.

Verwende dabei als Abkiirzung

X::ﬁ fir X1 ::tl; o, X =t
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Programmierbarkeit der p-rekursiven Funktionen

e Grundfunktionen:

(n)

CNULL ist das Programm

oz(n) ist das Programm
sUCC 8

oz(n) ist das Programm
PROJ(3) g

e Sei ' = KOMP(G, Hy, .

(1

Dann ist O‘F) das Programm:

{true} XHl = Xp; a;}”

XHm o XF; (n)

Ynurr = 0;

Ysvoo = succ(XéUCC);
YPROJ(i) = X;DROJ(z‘) 1S n

YPROJ(i) =0 7 >n

Hy).

H
XG = (YHl’ .. YHm)' Oé(m)
{YG — f(m)(YHp 7YHm)}
YF = Yg,
{Yr = £&7 () (Xe), o fii (Xe))}
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Programmierbarkeit der p-rekursiven
Funktionen

e Sei F = REK(G, H). Dann ist oz;?) das Programm:

I :=0;
Xo = (XL,...,X21); o) {vg = 9(X,0)}
Yu := Yg; {Yr = g(X,0)}
while -7 = X7t do

. 1 n . o (n+2)

XH = (XF,...,XF,YH,I), &y

(Yir = h(...)}

I := succ(I);
end;
Yp := Ypg;

e Sei F = MIN(G). Dann ist ozg}) das Programm

I :=0;
Xo = (Xp, I); a0 {Ye = g(X,0)}
while =Ys = 0 do

I := succ(l);

Xo = (Xp, I); a2 {vo=g(X, D)}
w7
YF = I,
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Universalitat der p-rekursiven Funktionen

D. h. alle partiell-rekursiven Funktionen sind while-berechenbar.

Dies gilt fiir jede praktisch anwendbare Programmiersprache, die
0, succ enthdlt und Zuweisung, Fallanweisung und Whileanwei-
sungen zuldsst. Insbesondere gilt die Behauptung auch fir N =

(N, 0, succ).
Wie zeigt man die Umkehrung: Simulation der Berechnung eines
while-Programms durch eine p-rekursive Funktion.

IA(c, z): Interpreterfunktion, als primitiv-rekursive Funktion
[teration
Minimierung.
da Semantik z[[a]]az’ gdw In € N I} (a, 2) = (g, 2)
Problem: Die p-rekursiven Funktionen sind arithmetische Funktio-

nen, also muss man eine Arithmetisierung aller Konstrukte die bei den
While-Programmen vorkommen durchfiihren.

Codierung syntaktischer Objekte, die in der Definition der
Interpreterfunktion vorkommen

code : syn_obj — N

Vereinbarungen:

e Variablen sind aus Menge Var = {V, V1, ... } zu wahlen
e Terme enthalten nur Var, 0, succ (d.h. Programme iiber V).

e Boolesche Formeln nur mit A, —
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Codierungsfunktion code

6.48 Definition Codierungsfunktion code : syn_obj — N
Induktiv iiber Aufbau der syn_obyj, definiert durch:

e code(e) =0
e code(0) = [1]
e code(V;) = [2, 1]
e code(succ(t)) = [3, code(t)]
e code(s =t) = [4, code(s), code(t)]
code(—B) = |5, code(B)]
code(B N C') = [6, code(B), code(C)]
code(V; :=t; ) = [7,1, code(t)]
code(if B then 3 else v end; ) =
[8, code(B), code(3), code(y)]
e code(while B do 8 end; ) = [9, code(B), code(3)]
e code(A;...A,) = |code(A1),...,code(A,)]
(Anweisungen A;, n > 2)
e z:V — NZustand mit VC {Vj,...,V,} so
code(z) = [xo, ..., Tm]
mit x; = z(V;), falls V; € V, sonst x; = O.
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Codierungsfunktion code (Forts.)

Beachte:

e [-]ist die Codierung von endlichen Zahlenfolgen mit Folgenzugriffs-

funktion

, x; fur[zo,...,zn] =2 (2 < n)
get(z,1) =
O sonst

get ist primitiv rekursiv.
Abkiirzung: z[i] fiir get(z, ).

e code(z) ist wohldefiniert, wegen der Invarianz der Folgencodie-
rung in Bezug auf Nullen am rechten Folgenende.

e Codierung ist nicht injektiv:
Termcodes, Formelcodes und Programmcodes kdnnen gleich sein.
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Codierungsfunktion code Beispiel

6.49 Beispiel

Sei v das Programm:

V() = Vl;
V3 := 0;
while -V, = V35 do

Vo := succ(Vp);

Vs := succ(V3);
end;
code(a) = [code(A1), code(As), code(As)]

= (code( A1), {code(As), (code(A3),0)))
code(Ar) = [7,0,[2,1]] = [7,0,7] = 97895
code(As) = [7,3,1] = 182
code(Asz) = [9, code(=V2 = V;), code(Vy := succ(Vo);
- Vs := succVi))]

5, code(_V2 = V3)]

[5, [4, [_27 2], (2, 3]]]

6.3 Universalitat der p-rekursiven Funktionen 140



Primitiv rekursive Simulation der
Termauswertung

e Definiere Termauswertungsfunktion 7 : N> — N, so dass
fir alle Terme t und Zustande z gilt

(%) T(code(t), code(z)) = valn (1)

7 ist somit auf den Codes von Termen und Zustinden eindeutig
definiert. (Dies geniigt!)
Definiere 7 durch Fallunterscheidung wie folgt

f

0 falls £[0] = 1 (konst 0)
) — ylx[1]] falls z[0] = 2 (var)
(:9) = 4 T(x[1],y) + 1 falls z[0] = 3 (succ)
| 2001 sonst

Offenbar ist 7 € P(N) (Fallunterscheidung primitiv rekursiver
Relation) und 7 erfiillt ().
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Primitiv rekursive Simulation der Auswertung
B-Ausdriicke

e Definiere Auswertungsfunktion Boolescher Formeln
B : N? — N, so dass fiir alle B-Formeln B und Zustinde z gilt

1 fallsN =, B

0 sonst

() B(code(B), code(z)) = {

Definiere 3 durch Fallunterscheidung + Wertverlaufsrekursion.

(x=(7(z[1], y), 7(z[2], y)) falls 2[0] = 4

) 1= 8(=z[1],y) falls x[0] = 5
B@0 =Y el - fally)  ale alo] =
\2001 sonst

Offenbar ist 8 € P(N) und 3 erfiillt (xx).
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Primitiv rekursive Simulation der
Speicheranderungen + Interpreterfunktion

e Definiere Funktion fiir Speicheranderungen (bei Zuweisun-
gen): o : N — N, so dass fiir alle Zustande z, Variablen V; und
Werte a € N gilt:

(% * x) o(code(z),1,a) = code(z(V;/a))
Definiere o rekursiv iiber ¢ durch
o(x,0,a) = (a,rest(x))
o(x,i+1,a) = (first(x), o(rest(x), i, a))
Offenbar ist o € P(N) und erfiillt (* * *).

e Definiere Funktion zur Simulation der Interpreterfunktion
In, i : N — N, so dass fiir alle Programme o und o’ und
Zustinde z und 2’ gilt:

(% * k) In(a, z) = (a, 2)) gdw
i((code(a), code(z))) = {code(a'), code(z"))

i muss fiir Codierungen der Form (p, y) richtig arbeiten.

Beachte es gilt

p = (first(p), rest(p)) (Paarungsfunktion) und fiir p > 0 die
erste Anweisung des von p codierten Programms den Code first(p)
und das Restprogramm den Code rest(p) haben.

6.3 Universalitat der p-rekursiven Funktionen 143



Interpreterfunktion (Forts.)

i({p, y)) wird durch Fallunterscheidung definiert:

i((p,y)) =
((p, ) falls p = 0
(rest(p), o(y, first(p)[1], falls first(p)[0] =7

7 (first(p)[2], ¥)))
(first(p)[2] * rest(p), y) falls first(p)[0] = 8
und G(first(p)[1],y) = 1
< {first(p)[3] * rest(p), y) falls first(p)[0] = 8
und B(first(p)[1],y) =0

{first(p)[2] * p, y) falls first(p)[0] = 9
und G(first(p)[1],y) =1
(rest(p), y) falls first(p)[0] = 9
und B(first(p)[1],y) =0
| 2001 sonst

Offenbar ist ¢+ € P(N) und erfiillt (* * %x).
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Simulation der Speicherinitialisierung und
Ausgabefunktion

e Speicherinitialisierung fiir Programm mit Code p,
inp™ : N*t!1 & N.

Initialisierung bei Eingabe von n-Zahlen x1, ..., x, in den Va-
riablen V1, ..., V). Vj dient als Ausgabevariable.
inp" (p, x1,...,Tn) = (p, [0, 21, ..., Ty])

e Ausgabe des berechneten Wertes fiir Programm mit Code p,
out : N — N

out((p, x)) = x[0]
e inp"™ und out sind in P(N).

Wir haben nun alle Bestandteile zusammen um die Simulation der
while-berechenbaren Funktion durch die partiell rekursiven Funktionen
nachzuweisen. Die Interpreterfunktion ist so lange zu iterieren, bis als
Restprogramm das leere Programm (mit Codezahl 0) entsteht. Die-
se |terationszahl kann als Zeitkomplexitatsfunktion betrachtet werden.
Sie misst ndmlich die Anzahl der ausgefiihrten Anweisungen sowie die
Anzahl der ausgewerteten B-Formeln.
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Laufzeitfunktionen
Universelle Funktionen

6.50 Definition Zeitkomplexitatsfunktion

Sei p Code eines Programms mit Eingabevariablen V3, ..., V). Die
Laufzeit (Anzahl der Rechenschritte) bei Eingabe x4, . . ., x,, sei de-
finiert durch folgende pi-rekursive Funktion @™ : N1 — N mit

<I>(n)(p, Tlye.ny,Tp) = ut.first(it(inp(n)(p, Ti,...,%y)) =0

d heit Zeitkomplexitatsfunktion.

Simulation der Berechnung des Programms mit Codezahl p bei Ein-

gabe x1, ..., x, durch u-rekursive Funktion go(”) N N
o' )(p, T1, ..., Ty) = out(s” (P2 )(lnp( )(p, T1,...,Tn)))
gp(”) (p,x1,...,x,) | gdw Programm mit Code p terminiert

bei Eingabe x4, ..., x,.

o™ (p, 1, ..., zy,) ist dann die Ausgabe (in ;) vom Programm

mit Codezahl p bei Eingabe x1,...,x, in V1, ..., V,.

~» Universeller Rechner fiir While-Programme
Schreibweisen: gpz()")(azl, .., xy) fur o™ (py, 1,y ..., Ty)
bzw. CIDI(J”)(:Ul, .., Ty) fur CID(")(p, L1y, Tp).

(n) weglassen, falls n = 1.
Offenbar gilt &™), (™) ¢ R,(N).
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Aquivalenz while-berechenbaren und p-rekursiven
Funktionen

6.51 Satz

Ist f : N — N mit n > 1 durch ein while-Programm in N
berechenbar, dann ist f u-rekursiv.

Beweis: 0.b.d.A. Eingabevariable Vi, ..., V,,, Ausgabe V4.

Alle anderen benutzten Variablen mit O initialisiert (d. h. Codezahl fiir
Zustand der V, ..., V, belegt ist auch Codezahl fiir Zustand der
Vo, -+ s Vi, Vi1, . .., Vi, belegt, wobei V,,11,...,V,, mit O
belegt werden).

Sei « ein solches Programm, « berechne f : N" — N, dann gilt
flze, ..., zn) = o™ (code(a), z1, . .., zp)

Da o™ € R,(N) gilt auch f € R,(N).

These: Die Klasse der berechenbaren Funktionen ist R, (N).

6.52 Folgerung Jede Funktion f &€ R, lasst sich mittels maxi-
mal einmaliger Anwendung der Minimierung angewandt auf eine totale
Funktion definieren.

Beweis: f(x1,...,2,) = ¢ ™ (code(ay), x1,. .., x,), wobei
f vom Programm oy mit Eingabevariablen Vi, ..., V}, und Ausgabe
Vo berechnet wird.

Beachte: Zu f € R,, f : N — Ngibt es ein p € N, so dass
flx1,...,xp) = goén)(xl, ..., Zy). pist Index fiir f.
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Universelle p-rekursive Funktionen

Es gibt Funktionen f : N? — N, so dass es fiir jede p-rekursive
Funktion g : N — N einen Index ¢ gibt, mit f(¢,_) = g.

Beachte: Es gibt stets co-viele i fiir festes g. (wihle z. B. f = ")

Das Ergebnis fiir While-Programme lasst sich leicht auf rekursive Pro-
gramme iibertragen.

code(call . . .)
Fiir die erweiterte Interpreterfunktion I lasst sich wiederum eine pri-
mitiv rekursive Simulation 7, leicht angeben. Man erhilt entsprechend:

Jt I;Z(a, z) = (g,2") & 3t ig((code(a), code(z))) =
(0, code(z"))

Insbesondere gilt:

Rekursive While-Programme konnen nicht mehr berechnen als While-
Programme.

Beide Klassen sind R,,(N).( Fiir die Algebra N)
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