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1 Einleitung

Methoden zur Losung von Problemen mit Hilfe von Rech-
nern

Probleme (technischen, mathematischen, formalen Sinne)
Formalisierung (= Festlegung = “Spezifikation”)

Beispiele
Optimierungsprobleme

1. Rundreise minimaler Lange (Kosten minimal).
Formalisierung z. B. Karte, Stadte, Verbindungsabstand.

Graph: Knoten «—— Stadte,
Kanten (Gewicht) «—— Verbindungen

Eingabe: Menge von Knoten: V', Gewichtskanten F.
Ausgabe: Rundreise mit minimalen Kosten, die alle Knoten aus
V' enthilt.
~~ Rundreise Problem (Travelling Salesman) TSP
2. Profit-Maximierung bei Warenauswabhl.
Eingabe: Objekte mit Gewicht, Profit, Maximalgewicht V.

Ausgabe: (Anteile) Objekte, die Maximalgewicht nicht iiber-
schreiten und Profit maximieren. D. h.

S xiw; < W, > x;p; max.
~~ Rucksackproblem (Varianten x; € 0/1 RP, x; rational RP).
Knapsack Problem. 0/1-KP, rat-KP.
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3. Weitere Optimierungsprobleme
e Optimale Bandspeicherung (Zugriffszeiten minimal)
e \Verschnittminimierung
e Bin Packing
4. Probleme aus der Zahlentheorie oder allgemeinem Theo-
rembeweisen
Kryptologie: GroBe Primzahlen.
st 12345678912345678123456 7 Primzahl?

Probleme aus der Zahlentheorie:

z. B. ,Jede natiirliche Zahl lasst sich als Summe von vier Quadrat-

zahlen schreiben”.

Formalisiert: Sprache der Pradikatenlogik (PL1):
VX3A3IB3C3D X = A®’ 4+ B*+ C? 4+ D?

JInterpretation”: N natiirliche Zahlen, —i—,2 wie lblich interpretiert.

oder Fermat “s Problem
IN3IX3IY3IZ (N >2A XN +YY =2%)

Allgemeiner aus Hilbert “s Problemliste:
Gesucht “algorithmische Losung” von
Eingabe: Satz ¢ aus PL1 iiber N.
Ausgabe: Ja, falls 0 Theorem.

Nein, falls ¢ kein Theorem.

Angenommen es gibt ein Programm Progy dafiir,
Frage: Halt Progy fiir jede Eingabe 7
~+ Entscheidungsprobleme, Aufzahlungsprobleme.
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Entscheidungsprobleme

5. Sei P Menge von Programmen in PS (z.B. JAVA).
Problem: Fiir x € A Eingabe fir p € P.
Frage: Halt p bei Eingabe 7
~~ Halteproblem fiir p.
Varianten:
Problem: Fiirp € P.
Frage: Halt p fir alle erlaubten Eingaben x € A?

~~ Uniformes Halteproblem fiir P.( “Ist p total definiert”).

6. Wortpuzzle: (Godel, Post, ..., Hofstadter)
Alphabet 33, 3" = {endliche Folgen von Buchstaben aus > }.

w = aas...a, € X7, |w| = n, n = 0 erlaubt £ = leeres
Wort.
Eingabe: Endlich viele Wortpaare
(w1, wr), (uz, wa) ... (Up, wy)
u, w; € T =X — {e}.
Frage: dk > 0dny,...,ngn; € {1,2,...,n}:
UpyUng - - - Uyy, = WnqWny - - - W,

~~ Post'sches Korrespondenzproblem PCP (Emil Post).
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Wichtige Fragestellungen

Was heiBt es diese Probleme sind algorithmisch l6sbar?
Was nutzt es solche Probleme algorithmisch zu [6sen?
Was nutzt es , gute’ Lésungen fiir TSP zu haben?

Wie schwierig sind diese Probleme?

Wie hadngen sie zusammen?

Wie erkennt und beweist man, dass es keine (,,gute”) algorithmische
Losungen geben kann!

Notig: Konzepte, Fakten, Methoden, Theoreme, Theorien

~» Berechnungsmodelle /Programmiersprachen.
Algorithmische Unlosbarkeit?

prinzipielle Losbarkeit

l
Problem effiziente l|_osbarke|t
Spezifikation algorithmischer Entwurf
l

P: Programm einer HPS

Problem: Syntaktische und semantische Verifikation von P.
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Schwerpunkte

e Syntaxanalyse
Formale Sprachen: Chomsky-Hierarchie
Kontextfreie Sprachen
Grammatiken /Erzeugungsprozess
Automaten (endliche, Keller-)/Erkennungsprozess

e Berechenbarkeitsmodelle

Semantik von Programmiersprachen: WHILE-Programme
Maschinenmodelle: Turing- und Registermaschinen
Rekursive und Partiel-Rekursive Funktionen

e Programmverifikation

Tut P auch was erwartet wird.
Beweisverpflichtungen: Zusicherungen, Invarianten,
Terminierungsbedingungen

Beweise: Siehe Logik Vorlesung
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2 Mengen, Relationen, Funktionen

e A endliche Menge, | A| Anzahl der Elemente, Kardinalitat.

e A, B Mengen, |A| = |B| gdw
es gibt eine Bijektion h : A — B (injektiv+surjektiv).
{0,...,n—1}|:=n A endlich gdw Jn : |A| = n.

e A heifit abzahlbar, falls A endlich ist oder |A| = |N|, d.h. es
gibt eine Abzahlungsfunktion f fiir A.

f ist Bijektion von
a) f:{0,1,...,|[A| -1} -5 A A endlich.
b) f:N— A A unendlich.

2.1 Satz Satz von Cantor: Es gibt nicht abzdhlbare Mengen.
z.B. R.

Diagonalisierungstechnik:
A={f:N—N|dom(f) =N}

Angenommen A ist abzdhlbar. Da A nicht endlich ist, gibt es eine
Bijektion von N auf A. Sei diese Abzihlung fq, f1, fo, ...

Definiere f(x) := fi(x) + 1 fir x € N.

Offenbar f & {fi | i € N} = A, da f(x) # f.(x), aber f ist
ganz auf N definiert, d.h. f € A 4

Beachte: jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge ist abzahlbar.
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Relationen und Funktionen

Kartesisches Produkt von Mengen A X B. Tupelschreibweise: @ =
(al,...,an) EAl Xoeoee XAn

2 Mengen, Relationen, Funktionen

Relationen: R C A; X --- X A,

(ai,...,an) € R schreibe Ray ...a, oder R(ai,...,a,)
n = 2 Infix Notation a; Ras (z.B. a < b)

Funktionen als Relationen:

f:A— B:(AB, graph(f)), wobei graph(f) C A xB,
fir jedes a € A gibt es hochstens ein b € B mit (a,b) €
graph(f).

Schreibe f(a) = b fiir (a, b) € graph(f) und fir

ein b mit (a,b) € graph(f) : f(a) | (f(a) ist definiert),
kein b mit (a, b) € graph(f) : f(a) T (f(a) nicht definiert).
Sind (A, B, graph(f)), (B, C, graph(g)) Funktionen.

g o f (Verkettung oder Komposition) go f : A — C
(A, C {(a,g(f(a)))}).

Definitionsbereich:

f:A— B: dom(f)={a€c A:f(a) |}.
Wertebereich:

f:A— B: im(f)={f(a) e B:ac A,f(a) |}.
f:A— Bgiltdom(f) = Asoist f: A — B total.

f : A — A Funktion: Die Iteration f": A — A. {(a,b) €
AP (G- (fla)--- ) Lb=f(f---fla)---))}

Firn = 0ist f = ¢d, d.h. die ldentitatsfunktion auf A.



Funktionen (Forts.), Alphabete, Sprachen

e Charakteristische Funktion von R C A:
Xr : A — {0, 1} totale Funktion mit
(xr(a) =1 gdw a € R).
e Alphabet ist eine abzihlbare Menge X von Buchstaben.
e X" Menge der endlichen Folgen von Buchstaben (Worter).

e acXa=a;---a, mn >0 n Lingevon a,
lal =m m =0 & leeres Wort.
® a—=aj;---a,,b=>b---b, Konkatenation
ab = aj---ayby-- by mit |labl =n 4+ m

e Prafix, Suffix, Teilwort.
e Wortfunktionen: f : X" — X*,

z.B. Spiegelung: a = a1+ --ap, — a™ = a, - - - aj.
e Sprachen sind Teilmengen von X*.

L, M C X*: L U M Vereinigung.

LM = {uv:u € L,v € M} Konkatenation.

L"={vy---v,:meNwv, €L,i=1,...,n}
= UL” lteration.
n>0

e Beachte: X" ist abzihlbar.
Programme sind Wérter (Zeichenreihen) iiber Alphabet ~~ Menge
der Programme einer PS ist stets abzahlbar.
Also gibt es stets Funktionen, die nicht von Programmen berechnet
werden konnen.
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Versuch einer Definition von algorithmisch l6sbar

Informelle Prazisierung fiir f : A — B ,berechenbar”.
2.2 Definition

a) Ein effektiver Prozess zur Lésung eines Problems (einer Klasse von

Problemstellungen) hat folgende Eigenschaften:

1.
2.

Der Prozess besitzt eine endliche Beschreibung.

Er besteht aus Einzelschritten, die mechanisch in endlicher Zeit
ausfiihrbar sind, d. h. jeder solche Schritt kann z. B. nur von
endlich vielen Daten abhangen.

Er ist deterministisch, d. h. der jeweils nichste Schritt ist im-
mer eindeutig bestimmt (falls er iiberhaupt existiert) kein Raten
oder auswahlen.

Lasst die Problemstellung eine Antwort zu, so liefert der Prozess
die korrekte Antwort und terminiert nach Ausfiihrung endlich
viele Einzelschritte.

Lasst die Problemstellung keine Antwort zu, so liefert der Pro-
zess die Antwort |7 oder er terminiert nicht.

Ein Algorithmus ist eine endliche Beschreibung eines effektiven

Prozesses (Reprasentation).

Eine Funktion f : A — B heilt effektiv berechenbar, falls
es einen effektiven Prozess gibt, der fir x € A (Instanz der
Problemstellung).

1. Stoppt mit Antwort f(x), falls x € dom(f).

2. Stoppt nicht, falls x € dom (f)(f(x) T).
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3 Kalkiile

Erzeugung (Generierung) von Mengen, Relationen, Funktionen
Kalkiil besteht aus (Axiome, Regeln)
Erzeugung syntaktischer Objekte:

Sprachen, Formeln, Terme, ..., Bilder, Graphen (Worter iiber Alpha-
bet 32)

3.1 Definition

Regel: Vorschrift um Objekt K zu erzeugen (Konklusion der Regel)
sofern Objekte T4, . . ., IT,, (n > 0) (Priamissen) bereits vorhanden.

0. I, .. T,
Schreibweise: R :: 176 .

(d.h.z.B: R e ((X7)" x X7%) fir ein n € N).

n = 0: Regel ohne Pramissen ist Axiom.

Xi u i zeugung | usi u Zun-
Axiome erlauben die Erzeugung ihrer Konklusion ohne Voraussetzun
gen. Initialisierung des Generierungsprozesses).

n > 0: Echte Regel.
Kalkiil ist Menge von Regeln

K C [ (A" x A)
n>0
A Objektmenge (z.B. X%, Menge von Bildern etc.)
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Ableitungen

3.2 Beispiel

1. ¥ ={ai,...,a,} Regelmenge: z uLa,l’ ce U%»n u € X*

(unendlich viele Regeln - Regelschema -, u als Wortvariable auf-

gefasst).
2. mu-Kalkil: fiir alle Woérter X, Y € {i,u, m}"
Regeln:

Xt mY XY XuuY
{Xz'u’mYY’ XuY ' XY }

Frage: kann man aus mt das Wort mwu ableiten?

3.3 Definition

a) Sei K ein Kalkiil. Eine Ableitung in K ist eine Folge
(¢1, @2, . .., @n) von Objekten, so dass fiiralles = 1,...,n
; die Konklusion einer Regel von K ist, deren Pramissen alle in
{1, ..., pi_1} enthalten sind.

b) Ein Objekt ¢ ist in K ableitbar, falls es eine Ableitung in K mit
letztem Objekt ¢ gibt.
Schreibweise: [|—< Q.

c) Ein Objekt ¢ ist in K aus einer Menge M von Objekten ab-
leitbar, falls es eine Ableitung in K (M) mit letztem Objekt ¢
gibt, wobei K (M) die Erweiterung von K um die Axiome 7€
(K € M) ist. Schreibweise: M II—( ®.
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Beispiel 3.2 (Fort.)

a) Ableitbar sind €, a1, asz,...,an,...a;a;,...,d h alle Wor-
ter aus 2",
b) Ableitbar aus mz sind z. B.
Regelt. 1 2 2

Regelt. 2 1) @

Regelt. 2 @ @
mutu
{mi, miu, miuiu, ..., mit, mui, ... }

Frage: Liegt mw in dieser Menge?

Beachte: Es konnen stets mehrere Regeln anwendbar sein.

3 Kalkiile
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Darstellung von Ableitungen

Ableitungen konnen als Baume dargestellt werden.
Blatter: Pramissen, Wurzel: Konklusion.

I1, . 11,
Regel: \/
K
Ableitung . Blatter: Konklusionen von Axiomen (Annahmen).
(@1, -, ®n) : Innere Knoten: Regel.
Wurzel: ¢,,.

Ableitungsbaume ~~ Fragen: Tiefe, Eindeutigkeit usw.

3.4 Lemma Kompaktheitssatz fiir Kalkiile
Sei M C A. Dann gilt:
M II—( @ genau dann wenn es eine endliche Teilmenge F' C M gibt

mltFII—{go.

In dieser Tatsache liegt die vielfaltige Verwendung von Kalkiilen fiir
die Fundierung zahlreicher Begriffe und Methoden der Informatik be-
griindet.
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Kalkiile definieren Hiillenoperatoren

Allgemeiner Hiillenoperator fiir Teilmengen einer Menge bildet Teil-
mengen in Teilmengen ab, z.B. Transitive Hiille, Folgerungshiille usw.

I'x : P(A) — P(A) (Teilmengen von A werden in Teilmengen
abgebildet).

Mit T (M) := {p € A:M}I—{gp}ﬂer C A.
Wichtige Eigenschaften fiir Hiillenoperatoren:
Einbettung, Monotonie, Abgeschlossenheit.
Es gilt fiir I'k:
Einbettung: fir alle M : M C I'(M).
Monotonie: M C M’ so ' (M) C I'xe(M")
(M II—( @ so auch M’ Il—{ ).
Abgeschlossenheit: ' (I'x (M )) = T (M).
Der Ableitbarkeitsbegriff ist transitiv: aus M II-{ pund M U{p} II-{
Y folgt M I|_< Y.

(Die Verwendung eines ableitbaren Objekts als Voraussetzung (Blatt)
in einer Ableitung kann stets eliminiert werden, d.h. Blatt wird ersetzt
durch Ableitungsbaum mit entsprechender Wurzel).
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Schrittweise Konstruktion von ' (.)

.Konstruktive® Sicht der Menge der ableitbaren Objekte in K:
KCA " xA(=|]A"x A).
n>0
I'k(B) :=|_J Bimit By = B, Bi1 := B; UT'}(B;), wobei
i>0
I (Bi):={p € A|esgbtn>0,1I,...,II, € B,
((Iq,...,I1,),) € K}
~Einschritt-Ableitungen aus B;"
¢ ist MaB fiir die ,, Tiefe" des Ableitungsbaums fiir o € B;.

Spezialfall: A = X*. Zeichenreihen.
Wortersetzungssysteme (Semi-Thue-Systeme 1914).

3.5 Definition

Ein Wortersetzungssystem ist ein Paar (3, IT) mit einem endli-
chen Alphabet X und einer endlichen Menge I1 von Produktionen iiber
>.. Eine Produktion iiber 3. ist eine Zeichenreihe der Form

[ :=1r

(oft auch I — r ,Regel)y mit l # ¢,l,r € X7,
Der durch (X, IT) definierte Kalkil K (3, IT) auf 3" besteht aus

allen Regeln

ulv .
— lu=rell,u,v € X
urv
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Wortersetzungssysteme (Fort.)

Beachte co-viele Regeln, endlich viele Regelschemata.

Ableitbarkeit im Wortersetzungssystem (32, IT):

-y od -
zhy gdw {x} ko Y

. n
Aquivalente Darstellung: Ableitbarkeit in Schritten IE :

1
xlﬁygdwesgibtl:::rEH,u,UEE* mit
x = ulv und y = urv

n
xlﬁygdwesgibtzo,...,znEZ*mit

1
Tr = 2o, ZiEZiJrl (i <m), zn=1y.

0
n:OIiefert:UIEygdwa::y.
3.6 Lemma

xlﬁygdwesgibtnENmitmlﬁy

3 Kalkiile
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Beispiele

3.7 Beispiel
1. Wortersetzungssysteme
aba ::= baab
Regel: Gt
Dann ist

1

aba IE baab nur endlich viele Worter ableitbar aus aba und

1 1 1
aaba +F abaab - baabab = babaabb
S § Shann S & S § S —

1 1
~ bbaababb F - - -
II —  II

unendlich viele Worter ableitbar.

1~ baabba
ababa >I1[
™
I abbaab
2. Grammatiken als Wortersetzungssysteme
leftside::=rightside (EBNF) Schreibweise
fiir Produktionen

Statement Expression: A::=B
Assignment ~  Aa=C
MethodInvocation A:u=D

ClassInstanceCreationExpression
aus A ableitbar
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Beispiele (Forts.)

3.1I:: 5 —¢, S — aShbb
Ableitbare ,Sprache’ L = {w € {a,b}" | S IE w}

1 1 1

S + aSbb + aaSbbbbl --- F a"Sb*"
11 I II

T T T T

€ abb a’b? a™b>"

Offenbar gilt: L = {a"b*" : n € N}.

Wie zeigt man dies? Induktionsbeweise.
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Nachweis von Eigenschaften ableitbarer Objekte

Induktionsprinzipien

Erinnerung: Induktionsprinzip in den natiirlichen Zahlen:
Sei A eine Aussage iiber natiirliche Zahlen: N

A soll fiir alle n € N richtig sein:
Methode:

Zeige: A trifft fiir 0 zu: Induktionsanfang.

Unter der Annahme, dass A fiir n gilt,

Zeige: A trifft auch fir n 4+ 1 zu: Induktionsschritt.
Analog fiir 3*: Anfang: ¢

Schritt: |u| =n ~ |w| =n+1

3.8 Satz Strukturelle Induktion (Induktion iiber Aufbau)
Sei A Menge, K C | J(A" x A) Kakiil, B C A.

n>0
Um eine Eigenschaft P fiir alle aus B in K ableitbaren Elemente
(d.-h. aus ' (B)) zu beweisen geniigt es folgendes nachzuweisen:

a) Alle Elemente in B haben die Eigenschaft P.

b) Haben IIy,...,II,, € A die Eigenschaft P und ist
((IT4,...,II,),®) € K, dann hat auch ¢ die Eigenschaft
P.
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Nachweis von Eigenschaften ableitbarer Objekte
(Forts.)

Wichtige Spezialfille:

e B = o, dann entfillt a).

e B endlich a) muss fiir endliche viele gepriift werden.

Beweismethode entspricht auch der Induktion nach Ableitungslange.

3.9 Beispiel mu-Kalkiil.

Behauptung: Angenommen ms IE w ~ 3 f|wl|;

(3 teilt nicht die i-Lange von w (Anzahl der i-s in w)).

a) Uberpriife die Behauptung fiir Wort m4 : |mi|; = 1.

b) Regel:
X1 mY XY XuuY

Xiu mYY XuY ' XY
| Xi|; = | Xiul;, 2lmY|; = I[mYY|,,

st fiir die Pramisse die Behauptung richtig, so auch fiir die Kon-

klusion.
Wegen 3 | |mu|; = 0 kann mu nicht aus mi abgeleitet werden.
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Erzeugung von Funktionen: Rekursion

3.10 Beispiel 1: S : Nt x N* — N* (NT =N — {0}).

r:c falls x = y
S(z,y) =4 S(z —y,y) falsz >y

\S(az,y —x) fallsy >«

Welche , Funktion” soll von einer solchen ,Gleichung” definiert werden!
Semantik

Offenbar sollte z. B. S(5,5) = 5 und wohl S(10,5) = S(5,5) =
5...

Frage ist S total? Ist .S “effektiv berechenbar?

Prinzip: Initiale Werte (Rechte Seite | (Axiome).

Definierte Funktionswerte fiihren zu neu definierten Werten.
Beispiel 2: £t : N — N mit

f

1 fallsm =1
t(n) =< t(n/2) falls n gerade
\t(3n + 1) falls n ungerade

t(15) = t(46) = t(23) = t(70) = t(35) = t(106)
= t(53) = t(160) = ¢t(80) = t(20) = t(10)
=t(5) =t(16) =t(8) =t(4) =t(2) =t(1) =1
Gibt es totale Funktionen, die die Gleichung erfiillen?
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Erzeugung von Funktionen: Rekursion (Forts.)

Wie beim Hiillenoperator ist die von einer rekursiven Gleichung defi-
nierten Funktion als die ,kleinste’ Funktion, die die Gleichung erfiillt
gemeint. Dabei ist fiir Funktionen f,g : A — B fCg

.f kleiner als g" durch

dom(f) C dom(g) und fir alle x € dom(f) gilt f(x) =
g(x).

D. h. sucht man die Lésung, muss man unter den Lésungen der Glei-
chungen die ,kleinste’, d.h. die am wenigsten definierte, bestimmen.

0 z =0

Beispiel 3: Gleichung fiir f sei f(z) = {f(z —2) 4+ 12 2z gerade
2

Wobei f : Z — Z.
Fange mit undefinierten Funktionen an fo = @ C Z X Z.

=0
Setze: fi+1(2) = 0 o
fi(z —2)+ 4z =z gerade # 0
(0 2=0
f1(z) = 4
\T sonst
(0 2=0
fo(z) =q1 z=2
\T sonst
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Erzeugung von Funktionen: Rekursion (Forts.)

’ 0O z=0
0O z=0
. 5 1 z=2
z =
f3(z) = 1 fa(z) =943 z2=4
3 z=4
6 z=26
T sonst
N \T sonst

Dannist f; C f;x1 und f = U f: die gesuchte Funktion.
i>0
fi © fix1: Induktion nach i: © = O einfach.

Induktionsschritt: Sei ¢ > 0 und 2z € dom(f;). Ist z = 0 so Beh.
klar. Also ist 0 # z gerade und f;(2) = fi—1(z — 2) + 32 =
fi(z — 2) + 2z = fiy1(2) nach Def. von f;, Ind. Annahme und
Def. von f;11.

dom(f) = 2N und f erfiillt die Rekursionsgleichung und ist die
kleinste (bzgl. ) Funktion die diese Gleichung erfiillt. Beweis!.

Zfﬁ)z z 2> 0 gerade

Die Funktion h(z) =

sonst
erfiillt die Gleichung mit selben Definitionsbereich, d.h. f = h.
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