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Allgemeine Zielsetzung:
Methoden zur Spezifikation, Verifikation und Implementierung
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» Die Rolle formaler Spezifikationen
» Abstract State Machines: ASM-Spezifikationsmethode
Algebraische Spezifikation, Gleichheitssysteme
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Reduktionssysteme, Termersetzungssysteme
Gleichheitskalkile und Programmierung
Verwandte Kalkile: A-Kalkiil, Kombinatorenkalkil
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Implementierung, Reduktionsstrategien, Graphersetzung
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Die Rolle formaler Spezifikationen

» Software und Hardware Systeme miissen wohldefinierte Aufgaben
(Anforderungen) erfiillen.
Software Engineering hat als Ziele
» Definition der Kriterien zur Evaluation von SW-Systemen
> Methoden und Techniken zur Entwicklung von SW-Systemen, die
diese Kriterien erfiillen
> Charakteristiken von SW-Systemen
> Entwicklungsprozesse
> Werkzeuge

» Vereinfachte Sicht SE-Prozess: Konstruktion einer Folge von
Beschreibungen der zu produzierenden SW.
Ziel: Menge von Dokumenten, die ein ausfiihrbares Programm

enthalt.
Knuth-Bendix Vervollstindigung
o> 3 = =, = o> <3 = =, =
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Reduktionsstrategien
Allgemeines
Orthogonale Systeme
Strategien und Ableitungsldngen
Sequentielle Orthogonale TES: Call by Need
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Motivation

Modelle der SW-Entwicklung

» Wasserfallmodell, Spiralmodell,. ..
Phasen = Aktivitaten + Teilprodukte
In jeder Stufe des EP
Beschreibung, die eine Spezifikation der SW ist, d. h. Festlegung was
sie leisten muss, aber nicht immer wie es gemacht wird.
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Motivation

Anforderungen

Spezifikation ‘ formale Spezifikation ‘

actual needs

Eigenschaften von Spezifikationen

Eigenschaften von Spezifikationen

-
informell Validierung
‘ Zwischenspezifikation ‘ . . . .
Konsistenz Vollstandigkeit
Validierung Verfeinerung Verifikation
T o et L
(Test) > Validierung der globalen Spezifikation bzgl. der Anforderungen.
‘ Zwischenspezifikation ‘ o . . o . -
» Verifikation der Zwischenspezifikationen bzgl. der Vorganger.
> Verifikation der Programme bzgl. der Spezifikation.
» Verifikation des integrierten Endsystems bzgl. der globalen
Verifikation ‘ letzte formale Spezifikation ‘ SpeZ|f|kat|on.
» Aktivitaten: Validierung, Verifikation, Konsistenz, Vollstandigkeit
Kodierung Verifikation ..
(Test) Generierung d. Programm- » Werzeugunterstiitzung
korrektheit
-~ Programme
Installation
Wartung B B _ _
=] 5 = = = DA =] =3 = = = DA
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Motivation Eigenschaften von Spezifikationen
Erlauterung Anforderungen
» Erste Spezifikation: globale Spezifikation Funktionale - - nicht Funktionale
Grundlage fur die Entwicklung "Vertrag” zwischen Entwicklern und was Zeitaspekte
Auftraggeber
. P S . : Robustheit
» Zwischenspezifikationen: Grundlage der Kommunikation zwischen . e
. wie Stabilitat
Entwicklern. .
Anpassbarkeit
» Programme Ergonomie
Entwicklungsparadigmen Wartbarkeit

» strukturiertes Programmieren
» Entwerfen+Programmieren

» Transformationsparadigmen

Prof. Dr. K. M : Formale S und Verifikati
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Eigenschaften
Korrektheit: Erfillt das implementierte System die Anforderungen.
Testen Validieren
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Anforderungen Formale Spezifikationen

> Globale Spezifikation beschreibt so genau wie mdglich, was gemacht

werden soll. . ol L et
» Eine Spezifikation, die in einer formalen Spezifikationssprache

beschrieben wird, legt alle erlaubten Verhalten des spezifizierten
System fest.

» Abstraktion vom wie
Vorteile

» apriori: Referenzdokument, kompakter, lesbarer.
> aposteriori: Folge von Spezifikationen, Verfolgbarkeit der

Entwurfsentscheidungen, Wiederverwendung, Wartung. > Syntax Was darf geschrieben werden: Text mit Struktur,
Eigenschaften oft als Formeln einer Logik.

> Semantik Welche Modelle sind mit der Spezifikation assoziiert,
Modelle der Spezifikation.
> Inferenzsystem Folgerung (Herleitung) von Eigenschaften des

> 3 Aspekte: Syntax, Semantik, Inferenzsystem

> Problem: GréBe und Komplexitat der Systeme.
Prinzipien, die unterstiitzt werden sollten

» Verfeinerungsprinzip: Abstraktionsstufen

> . .

Strukturlerungsmechamsn.n.an o Systems.

Zerlegungs- und Modularisierungsprinzipien

Objektorientierung

» Verifikations- und Validierungskonzepte
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Eigenschaften von Spezifikationen Formale Spezifikationen
Beschreibung der Anforderungen::Spezifikation Formale Spezifikationen

et I . > Zwei groBe Klassen:
» Wahl der Spezifikationstechnik hdngt vom System ab, oft sind

SR ' ' k Modell orientiert - - Eigenschaften orientiert
mehrere Spezifikationstechniken notwendig.(Was—Wie). (konstruktiv) (deklarativ)
Ar’f der Sy.stemef _ o VDM, Z, B, ASM Signatur (Funktionen, Pridikate)
Rein funktionsorientiert (1/O), Reaktiv, Eingebettet. Konstruktion eines Eigenschaften

» Problem universeller Spezifikationstechniken eindeutigen Modells (Formeln Axiome)
schwer verstandlich, Mehrdeutigkeiten, Werkzeuge, GroBe ... aus vorhandenen

z.B. UML Datenstrukturen und Modelle

» Wunsch: Kompakte gut lesbare genaue Spezifikationen Konstruktionsregeln algebraische Spezifikation

Korrektheitsbegriff AFFIRM, OBJ, ASF,...

> Operationale Spezifikationen: Petri Netze, Prozess Algebren,

Hier: formale Spezifikationstechniken Automatenbasiert (SDL).

/]| I ———
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Formale Spezifikationen Formale Spezifikationen
Wozu formale Spezifikationen? Verfeinerungen

» Begriff der Korrektheit eines Programms ohne formale Spezifikation Abstraktionsmechanismen

nicht wohldefiniert. » Datenabstraktion (Reprasentation)
» Verifikation ohne formale Spezifikation nicht méglich. » Konstrollabstraktion (Reihenfolge)
> Verfeinerungsbegriff wohldefiniert. » Prozedurale Abstraktion (nur 1/O Beschreibung)

Wunschliste Verfeinerungsmechanismen

» Abstand zwischen Spezifikation und Programm nicht zu groB:

» Waihle Datenrepréasentation (Menge durch Listen)
Generatoren, Transformatoren.

» Wahle Reihenfolge der Berechnungsschritte
Nicht zu viele verschiedene Formalismen/Notationen. » Entwerfe Algorithmus (Sortieralgorithmus)

Werkzeugunterstiitzung. Begriff: Implementierungskorrektheit

Rapid Prototyping.

vV vV v Y

» Beobachtbare Aquivalenzen
Regeln zur Erstellung von Spezifikationen, die bestimmte

> Verhaltensaquivalenzen
Eigenschaften garantieren (z. B. Konsistenz + Vollstindigkeit). d

=] = =
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Formale Spezifikationen Formale Spezifikationen
Formale Spezifikationen Strukturierung
Probleme: Strukturierungsmechanismen
» Horizontal:
» Vorteile: Zerlegung/Aggregation/Kombination/Erweiterung/

Mathematische (Logik basierte) Behandlung von Korrektheit, Parametrisierung /Instanziierung

Aquivalenz, Vollstandigkeit, Konsistenz, Verfeinerung, Komposition (Komponenten)

usw.,

Werkzeugunterstiitzung moglich, Einsatz und Kopplung von Ziel: Vollstandigkeit

unterschiedlichen Werkzeugen. » Vertikal:

» Nachteile: Realisierung von Verhalten
Information Hiding/Verfeinerung
Ziel: Effizienz und Korrektheit
[m] il - = = - = = = =
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Formale Spezifikationen

Werkzeugunterstiitzung

Syntaktische Unterstiitzung (Grammatiken, Parser,...)
Verifikation: Theorembeweisen (Beweisverpflichtungen)
Prototyping (Ablauffahige Spezifikationen)

vV vV.v v Y

Beispicle

Beispiel: Modellbasiert konstruktiv: VDM

Eindeutigkeit, Standard (Notationen), implementierungsunabhingig,
formal manipulierbar, abstrakt, strukturiert, expressiv, Konsistenz
Beispiel: Model (zustands)-basierte Spezifikationstechnik VDM

» Mengenlehre basiert, PL 1-Stufe, Vor- Nachbedingungen.
Primitive Typen: B Boolean {true, false}
N natural {0,1,2,3,...}

Code Generierung (Aus Spec C Code generieren) Z,R
Testen (Aus Spec Testfille fiir Programm) » Mengen: B-Set: Mengen von B-'s.
Wunsch: » Mengenoperationen: €: Element, Element-Set — B, U, N, \
Aus Syntax und Semantik der Spezifikationssprache Generierung der > Folgen: Z*: Folgen ganzer Zahlen.
Werkzeuge » Folgenoperationen: —~: Folgen, Folgen — Folgen. , Konkatenation"
z.B. [ ] — [true, false, true] = [true, false, true]
len: Folgen — N, hd: Folgen ~~ Elem (partiell).
tl: Folgen ~~ Folgen, elem: Folgen — Elem-Set.
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Beispiele Beispiele

Beispiel: deklarativ

Eingeschrinkte Logik: z. B. Gleichheitslogik

Axiome: VX t1 = b t1, to Terme.

Regeln: Gleiches durch Gleiches ersetzen.(Gerichtet).

Terme ~ Namen fiir Objekte (Bezeichner), Strukturierung, Aufbau der
Objekte.

Abstraktion: Terme als Elemente einer Algebra, Termalgebra.

» Axiome induzieren Kongruenz auf Termalgebra
» Unabhéangige Teilaufgaben

> Beschreibung der Eigenschaften

> Reprasentation der Terme
» Operationalisierung

> spec, t Term gebe den ,Wert" von t aus, d.h. t’ € Wert(spec)
mit spec =t = t'.

» ~~ Funktionale Programmierung: LISP, CAML,. ..
F(ti,...,tn) eval( ) ~» Wert.

/]|
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Operationen in VDM

VDM-SL: System Zustand, Operationsspezifikation
Format:

Operation-ldentifier (Inputparameters) Output Parameters
Pre-Condition
Post-Condition

z.B.
Int_SQR(x :N)z: N
pre x2>1

post (22 < x)A(x < (z+1)?)

Prof. Dr. K. Madlener: Formale S kations- und Verifikati ken: Einleitung 32
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Beispiele Beispicle

Beispiel VDM: Beschrankter Keller Allgemeine Form VDM-Operationen

» Operationen: - Init - Push - Pop - Empty - Full e o
23 Eingabe__ | erfille | 287
45 45 45 Zustand Nachbedingung 25
78 78 78 Vorbedingung mit 2R
29 29|  Newstack | 29 trie | Ausgabe Zustand
56 > 56 56 >
78 Push (23) 78 P;)p 78 Auswertung und/oder 3% -
Werte Ausgabe Parameter SE &
output:23 - Wert 74»9% =
. Ei
Contens = N* Max _ Stack _Size =N ingabeparami_________ <o
» STATESTACK OF i false i
s : Contents Operation kann nicht Operation ist
n : Max _ Stack __Size fur diese Eingaben nicht erfiillbar
inv : mk-STACK(s,n) £ lens < n ausgefthrt werden
END
=] 5 - = = 5 - = =
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Beispiele Beispiele
___________________________________________________________________________________________________________________|
Beschrankter Keller Allgemeine Form VDM-Operationen
Init(size : N) Full( )b: B Proof Obligations:
ext wr s : Contents ext rd s: Contents Fiir jede zuldssige Eingabe gibt es eine zuldssige Ausgabe.
wr n: Max_ Stack_ Size rd n:Max_ Stack_Size
pre true pre true Vsi, i - (pre-op(i,s;) = 3s,, 0 - post-op(i, s;, 0, 5,))
post s =[ | A n=size post b < (lens = n) o
Falls Zustandsinvarianten vorhanden:
Push(c : N) Pop( )c: N Vs;, i - (inv(s;) A pre-op(i, s;) = Js,, 0 - (inv(s,) A post-op(i, si, 0, 55)))
ext wr s : Contens ext wr s : Contens
rd n:Max_Stack_Size pre lens>0 bzw.
—
pre lens <n post s =[c] ~s
post s =[c] ~ 5 Vsi, i, So, 0 - (inv(s;) A pre-op(i, s;) A post-op(i, s;, 0, 50) = inv(s,))

Siehe z. B. Turner, McCluskey The Construction of Formal Specifications

~> Proof-Obligations : . .
oder Jones C.B. Systematic SW Development using VDM Prentice Hall.

= = o o = = = (25N
/]| L]
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Keller algebraisch spezifiziert Variante: Z - B Methoden:

Spezifikation-Entwurf-Programme.

Bestandteile einer algebraischen Spezifikation: Signatur (Sorten,
Operationsnamen mit Stelligkeiten), Axiome (oft nur Gleichungen)

SPEC STACK » Abdeckung: Technische Spezifikation (was), Entwurf iiber
USING NATURAL, BOOLEAN “Namen bekannter SPEC's” Verfeinerung, Architektur (Schichten Architektur), Generierung
SORT stack “Hauptsorte” ausfiihrbarer Codes).
OPS init : — stack  “Konstante der Sorte stack, leerer Keller” » Beweise: Programm Konstruktion = Beweis Konstruktion.
push : stack nat — stack Abstraktion, Instantiierung, Zerlegung.
pop : stack — stack » Abstrakte Maschinen: Kapselung von Information (Modul, Klassen,

top : stack — nat ADT).
is_empty? : stack — bool
stack_error : — stack
nat_error : — nat
(Signatur festgelegt)

» Daten und Operationen: SWS besteht aus abstrakten Maschinen.
Abstrakte Maschinen ,enthilt” Daten und ,bietet” Operationen.
Daten kdnnen nur ber Operationen erreicht werden.
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Beispiele Beispiele
Axiome fir Keller Z - B Methoden: Spezifikation-Entwurf-Programme.

FORALL s :stack n:nat » Datenspezifikation: Mengen, Relationen, Funktionen, Folgen,

AXIOMS
is_empty? (init) = true
is_empty? (push (s, n)) = false
pop (init) = stack_error
pop (push (s, n)) ='s

Baume. Gesetze (statisch) mit Hilfe von Invarianten.

» Operatorenspezifikation: Nicht ausfiihrbarer ,,Pseudocode”.
Ohne Schleifen:
Vorbedingung + atomare Aktion

top (init) = nat_error PL1 verallgemeinerte Substitution
top (push (s,n)) =n » Verfeinerung (~ Implementierung).
> Verfeinerung (als Spezifikationstechnik).
Terme bzw. Ausdr.[].cke: _ » Verfeinerungstechniken:
top (PHSh (push (”"'Ev 2), 3)) “meint” 3_ . Entfernung nicht ausfiihrbarer Teile, Einfiihrung von
Wie wird der beschrankte Keller algebraisch spezifiziert? Kontrollstrukturen (Schleifen). Transformation abstrakter
Semantik? Operationalisierung? mathematischer Strukturen.
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Z - B Methoden: Spezifikation-Entwurf-Programme. Einfihrung in ASM: Grundlagen

Anpassungsfahige Spezifikationstechnik.
» Verfeinerungsschritte: Verfeinerung wird in mehreren Schritten
durchgefiihrt. Abstrakte Maschinen wird neu aufgebaut.
Operationen fiir Benitzer bleiben gleich nur interne Veranderungen.
Zwischen Stufen: Misch Code.

» Geschachtelte Architektur: Regel: nicht all zu viele
Verfeinerungsschritte, besser Zerlegung.

Modellierung in der richtigen Abstraktionsebene.

» Bibliothek: vordefinierte abstrakte Maschinen, Einkapselung
klassischer DS.

» Wiederverwendung

Natirliche und leicht verstandliche Semantik.

» Code Generierung: Letzte abstrakte Maschine kann leicht in
imperativer Sprache lbersetzt werden.

Material: Siehe http://www.di.unipi.it/AsmBook/
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Beispiele Grundlagen

Z - B Methoden: Spezifikation-Entwurf-Programme. Theoretische Fundierung: ASM Thesen

Abstrakte Zustandsmaschinen als Berechnungsmodelle
Wichtig hierbei:

» Notation: Mengenlehre +PL1, Standard Mengenoperationen, Turing Maschinen (RAM, part.rek. Fkt,..) dienen als Berechnungsmodell,
kartesische Produkte, Potenzmengen, Mengen Einschrankungen d.h. prazisierung der berechenbaren Funktionen. Prinzipiell ldsst sich jede
{x | x € s A P}, P Pradikat. algorithmische Lésung durch eine geeignete TM simulieren.

> Schemata (Schemes) in Z Muster zur Deklaration und Constraint

{Zustandsbeschreibungen). Problem: Simulation nicht einfach, da oft verschiedene

Abstraktionsstufen und unterschiedliche Granularitat.

» Typen.
» Natdirliche Sprache: Verbindung Math Obj — Objekte der Frage: Kann man TM so verallgemeinern, dass jeder Algorithmus,
modellierten Welt. unabhangig von seiner Abstraktionsstufe, von einer verallgemeinerten
> Siehe Abrial The B-Book, Potter, Sinclair, Till An Introduccion to Maschine natiirlich und treu simuliert werden kann.
Formal Specification and Z, Woodcock, Davis Using Z Specification, Wie sehen die Zustdnde und Instruktionen solcher Maschinen aus?

Refi t, and Proof ~ Literat
elinement, and Froo reratur Einfach: If  Bedingung Then  Aktion

/]| L]
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Grundlagen

ASM These

ASM Thesis The concept of abstract state machine provides a universal
computation model with the ability to simulate arbitrary algorithms on
their natural levels of abstraction. Yuri Gurevich

Verteilte ASM

Real Time ASM Asynchrone Berechnungen

Parallele ASM

Basic Modell \

Sequentielle ASM

\Syncrrone Berechnungen

Deterministische ASM
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Sequentielle Algorithmen

Sequentialitats-Postulate

» Sequentielle Zeit:
Berechnungen sind linear geordnet.

> Abstrakte Zustande:
Jede Art von statischer mathematischer Realitat kann durch eine
Struktur der Logik erster Stufe dargestellt werden. (Tarski)

» Bounded Exploration:
Jeder Berechnungsschritt hangt nur von einer endlichen (vom
Algorithmus abhangigen) beschrénkten Zustandsinformation ab.

Y. Gurevich Sequential Abstract State Machines Capture Sequential
Algorithms, ACM Transactions on Computational Logic, 1, 2000, 77-111.
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Sequentielle Algorithmen

Sequentielle ASM These

» Das Modell der sequentiellen ASM’s ist universell fiir alle
sequentiellen Algorithmen.

» Jeder sequentielle Algorithmus kann, unabhéngig von seiner
Abstraktionsstufe, schrittweise von einer sequentiellen ASM simuliert
werden.

Um diese These zu untermauern bendtigt man eine Prazisierung der
sequentiellen Algorithmen und der sequentiellen ASM's.

~~ Postulate fiir Sequentialitat
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Sequentielle Algorithmen

Sequentielle Zeit

Sei A ein sequentieller Algorithmus. Zu A gehdren:

» Eine Menge (Zustandsmenge) S(A) von Zustdnden von A.

» Eine Teilmenge /(A) von S(A) deren Elemente initiale Zustande von
A heiBen.

» Eine Abbildung 74 : S(A) — S(A), die Einschrittfunktion von A.

Ein Lauf (oder eine Berechnung) von A ist eine endliche oder unendliche
Folge von Zustdden von A

XO,XlaXZ, s

wobei Xj ein initialer Zustand ist und 74(X;) = X1 fiir alle i gilt.

Logische Zeit und nicht physikalische Zeit.
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Sequentielle Algorithmen

Abstrakte Zustande

Definition 3.1. Algorithmen A and B sind dquivalent falls
S(A) = S(B), I(A) = I(B) und 74 = 7p. Insbesondere haben
dquivalente Algorithmen die gleichen Liufe.

Sei A ein sequentieller Algorithmus:
> Zustdnde von A sind Strukturen erster Stufe.
> Alle Zustande von A haben gleiches Vokabular (Signatur).

» Die Einschrittfunktion verandert nicht die Basismenge B(X) eines
Zustands.

> S(A) und I(A) sind abgeschlossen gegen Isomorphismen und jeder
Isomorphismus von Zustand X auf Zustand Y ist auch ein
Isomorphismus von Zustand 74(X) auf 74(Y).
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Sequentielle Algorithmen

Bounded Exploration

> Parallelitdt Betrachte den folgenden Graph- Erreichbarkeits-
Algorithmus der folgenden Schritt iteriert. Es wird angenommen,
dass am Anfang nur ein Knoten die unare Relation R erfiillt.

do for all x,y with Edge(x, y) A R(x) A =R(y) R(y) := true

In jedem Berechnungsschritt wird eine unbeschrankte Anzahl von

lokalen Anderungen eines globalen Zustands durchgefiihrt.

» Unbeschrankte Schrittinformation
Test auf isolierte Knoten in Graphen:

if ¥x3y Edge(x,y) then Output := false else Output := true

In einem Schritt werden nur beschrankt viele lokale Veranderungen
gemacht, es wird jedoch ein unbeschrénkter Teil des Zustands in
einem Schritt beriicksichtigt.

Wie erfasst man diese Eigenschaften 7~» Atomare Aktionen
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Sequentielle Algorithmen
Ubungen

Zustande: Signaturen, Interpretationen, Terme, Grundterme, Wert ...
Signaturen (Vokabular): Funktionen- und Relationennamen, Stelligkeit
(n>0)
Annahme: true, false, undef (Konstanten), Boole (einstellig) und = sind
in jeder Signatur enthalten. Die Interpretation von true ist stets
verschieden von der von false, undef. Relationen werden als Funktionen
mit Wert in den Interpretationen von true, false betrachtet. Einstellige
Relationen werden als Teilmengen der Basismenge der Interpretation
gesehen. Fir ein Grundterm t im Vokabular sei Val(t, X) sein Wert im
Zustand X. Funktionen werden in dynamischen und statischen aufgeteilt,
je nachdem ihre Interpretation sich bei Zustandsiibergidngen dndern oder
nicht dndern kénnen.
Ubung: Modelliere Zustiande von TM als abstrakten Zustand.

Modelliere Zustand des standard Euklidischen Algorithmus.
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Sequentielle Algorithmen

Update Mengen

Betrachte die Struktur X als Speicher: Ist f ein j-stelliger Funktionsname
und 3 ein j-Tupel von Basiselementen von X, dann heiBt das Paar (f,3a)
eine Lokation und Contentx(f,3) ist der Wert der Interpretation von f
fir ain X.

Ist (f,3) eine Lokation von X und b ein Element von X, so heiBt (f, 3, b)
ein Update von X. Das Update ist trivial falls b = Contentx(f,a). Um
ein Update auszufiihren wird der aktuelle Inhalt der Lokation durch b
ersetzt. Eine Menge von Updates von X ist Konsistent falls es kein Paar
von Updates mit gleicher Lokation und ungleiche Werte in der Menge
gibt. Eine Menge A von Updates wird ausgefiihrt in dem man alle
Updates in der Menge simultan ausfiihrt falls die Menge konsistent ist,
ansonsten wird nichts gemacht. Das Ergebnis wird mit X + A bezeichnet.

Lemma 3.2. Sind X, Y Strukturen iiber die gleiche Signatur und mit
gleicher Basismenge, dann gibt es eine eindeutige konsistente Menge A
von nichttrivialen Updates von X mit Y = X+ A. Sei A = Y — X.
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Sequentielle Algorithmen

Update Mengen von Algorithmen, Erreichbare Elemente

Definition 3.3. Sei X ein Zustand von Algorithmus A. Nach Definition
haben X und Ta(X) gleiche Signatur und Basismenge. Setze:

A(A X) = 71a(X) = X doh. 7a(X) = X + A(A, X)

Wie kann man Elemente der Basismenge eines Zustands in der
Beschreibung des Algorithmus iiberhaupt ansprechen?
~~ Uber Grundterme der Signatur.

Definition 3.4. Ein Element a einer Struktur X ist erreichbar wenn

a = Val(t, X) fiir ein Grundterm t im Vokabular von X.

Eine Lokation (f,3a) von X ist erreichbar wenn jedes Element im Tupel 3
erreichbar ist.

Ein Update (f,3, b) von X ist erreichbar wenn (f,3) und b erreichbar
sind.
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Sequentielle Algorithmen
_________________________________________________________________________________________________________________|

Beispiel
Betrachte Algorithmus A:
if P(f) then f := S(f)

Zustande mit Interpretationen mit Basismenge N, von P Teilmenge der
natirlichen Zahlen, fiir S die Nachfolgerfunktion und f eine Konstante.
Offenbar erfiillt A die Postulate Sequentielle Zeit und Abstrakte
Zustande. Man kdnnte meinen, dass To = {f, P(f), S(f)} ein
bounded-exploration Zeuge fiir A ist.

Sei X der kanonischer Zustand von A mit f = 0 und P(0) gelte.

Setze a = Val(true, X) und b = Val(false, X), so dass

Val(P(0), X) = Val(true, X) = a.

Sei Y der Zustand den man aus X erhilt durch Reinterpretation von true
als b und false als a, d.h. Val(true, Y) = b und Val(false, Y) = a. Der
Wert von P(0) wurde nicht veréndert:

Val(P(0), Y) = a, also P(0) gilt nicht in Y . Somit stimmen X, Y lber
To lberein aber A(A, X) £ 0 =A(AY).

Die MengeT = To U {true} ist ein bounded-exploration Zeuge fiir A.
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Sequentielle Algorithmen

Bounded Exploration Postulat

Zwei Strukturen X und Y mit gleichem Vokabular Sig stimmen auf einer
Menge T von Sig- Termen berein, falls Val(t, X) = Val(t,Y) fur alle

t € T . Das Vokabular (Signatur) eines Algorithmus ist das Vokabular
seiner Zustande.

Sei A ein sequentieller Algorithmus.

» Es gibt eine endliche Menge T von Termen im Vokabular von A, so
dass gilt A(A, X) = A(A,Y) fir Zusténde X, Y von A die auf T
Ubereinstimmen.

Intuition: Algorithmus A untersucht nur den Teil eines Zustands der
erreichbar ist (iber die Termmenge T. Stimmen zwei Zustdnde auf dieser
Termmenge (iberein, so sind die Update Mengen des Algorithmus fiir
beide Zustande gleich.

Die Menge T ist ein bounded-exploration Zeuge fiir A.
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Sequentielle Algorithmen

Sequentielle Algorithmen

Definition 3.5. Ein sequentieller Algorithmus ist ein Objekt A welches
die drei Postulate erfiillt.

Insbesondere hat A ein Vokabular und einen bounded-exploration Zeugen
T. O.B.d.Aist T Subterm-Abgeschlossen und enthalt true, false, undef .
Die Terme aus T heiBen kritisch und ihre Interpretationen in einem
Zustand X heiBen kritische Werte in X.

Lemma 3.6. /st (f, a1, ..., a;, a0) ein Update in A(A, X), dann sind alle
Elemente ag, a1, ..., a; kritische Werte in X.

Beweis: Ubung.

Die Menge der kritischen Terme hangt nicht von X ab, somit gibt es eine
feste obere Schranke fiir die GroBe von A(A, X) und A veradndert in jeden
Schritt somit eine beschriankte Anzahl von Lokationen. Jedes einzelne
Update in A(A, X) ist eine atomare Aktion von A. D.h. A(A, X) besteht
aus einer beschrankten Menge atomarer Aktionen von A.

L]
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Sequentielle Algorithmen Sequentielle Algorithmen

Update Regeln Sequentielle ASM-Programme

Definition 3.7. Eine Update Regel iiber die Signatur Sig hat die Form Definition 3.10. /st ¢ ein Boolescher Term iiber Sig und Ry, Ry Regeln

liber Sig dann ist
f(ty,...t)) =t

if ¢ then Ry
wobei f Funktion und die t; Terme in Sig sind. Um die Regel in der else R2
Sig-Struktur X zu feuern berechne die Werte a; = Val(t;, X) und fiihre endif eine Regel

Update ((f, a1, ..., a;), ao) tber X aus.

Parallele Update Regel iiber Sig: Seien R; Update Regeln iiber Sig, dann Zur Feuerung der Regel im Zustand X werte p in X aus. Ist das Ergebnis

true, so A(R, X) = A(Ry, X) sonst A(R, X) = A(Ry, X).

par
Ry Definition 3.11. Ein sequentielles ASM Programm TI1 iiber die Signatur
R> Sig ist eine Regel iiber Sig. Dementsprechend ist A(I, X) wohldefiniert
Bezeichnung: Block (falls leer skip) fiir jede Sig-Struktur X. Setze Tn(X) = X + A(N, X).
. Lemma 3.12. Hauptergebnis: Fiir jeden sequentiellen Algorithmus A
Ry lber Sig gibt es ein sequentielles ASM-programm 11 iiber Sig mit
endpar feuert durch gleichzeitiges feuern der R;. AN, X) = A(A, X) fiir alle Zustdnde X von A.
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Sequentielle Algorithmen Sequentielle Algorithmen
Sequentielle ASM-Programme Sequentielle ASM-Maschinen

Definition 3.8. Semantik von Updateregeln. Ist R eine Update Regel

f(t1, ..., tj) == to und a; = Val(t;, X) dann setze Definition 3.13. Eine sequentielle abstrakte Zustandsmaschine

A(R,X) = {(f, (a1, .., a}), 20)} (seq-ASM) B iiber die Signatur ¥ ist gegeben durch:

» Ein sequentielles ASM-Programm I1 iber ¥.

Ist R ei B Regel mit B ilen Ry, ...R . . . .
st R eine par-Update Regel mit Bestandteilen Ry, ... Ry so setze » Eine Menge S(B) von Interpretationen von ¥ die abgeschlossen ist

A(R, X) = A(RL X)U--- U A(Rk, X). gegen Isomorphismen und der Abbildung T .
» Eine Teilmenge I(B) C S(B) die abgeschlossen gegen
Folgerung 3.9. Insbesondere gibt es fiir jeden Zustand X eine Regel RX isomorphismen ist.

die nur kritische Terme verwendet mit ~ A(R, X) = A(A, X). » Eine Abbildung Tg, die Einschrinkung von tn auf S(B).

Beachte: Stimmen X, Y auf den kritischen Termen Gberein, so gilt
A(RX,Y) = A(A, Y). Sind X, Y Zustinde und A(RX, Z) = A(A, Z) fiir
Zustand Z der isomorph zu Y ist, dann auch A(RX,Y) = A(A, Y).
Betrachte Aquivalenzrelation Ex(t1,t2) = Val(t1, X) = Val(t2, X) auf
T. X,Y sind T-dhnlich, falls Ex = Ey ~ A(RX,Y) = A(A, Y).Ubung

/]| L]
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Satz 3.14. Zu jedem sequentiellen Algorithmus A gibt es eine
dquivalente sequentielle ASM.
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ASM-Spezifikationen

Beispiel Detailed definition of ASMs

Beispiel 3.15. Maximale Interval-Summe.[Gries 1990]. Sei A eine
Function von {0,1,....,.n—1} - R und i,j, k € {0,1,...,n}. Sei fiir i <
beliebig S(i,j) = > ;<k.;A(k). Insbesondere S(i, i) = 0.

Problem: Berechne S = maxi<;S(i, ).

Definiere y(k) = maxj<j<«S(i,j). Dann y(0) =0, y(n) = S und m Part 1: Abstract states and update sets

m Part 2: Mathematical Logic
m Part 3: Transition rules and runs of ASMs
m Part 4: The reserve of ASMs

y(k + 1) = max{max,-gjng(i,j), ITIaX,'Sk+1S(I., k + 1)} =
max{y (k). x(k + 1)}

wobei x(k) = max;j<,S(i, k), also x(0) = 0 und

x(k + 1) = max{max;<xS(i,k +1),S(k+ 1,k + 1)}
= max{max;<x(S(i, k) + A(k)),0}
= max{(max;<kS(i, k)) + A(k),0}
= max{x(k) + A(k),0}

Copyright © 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Ziirich, Switzerland

Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken: Einleitung Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken: Einleitung

Abstract State Machines: ASM- Spezifikationsmethode Abstract State Machi ASM- Spezifikationsmethode
0000000000000 000000eVVV00V00000V000000O00OO000O0O0O0O0O000000O000000000000 0O0000000000000000000e0000000000000000000000000000000000000000000000
Sequentielle Algorithmen ASM-Spezifikationen

Fortsetzung Beispiel
Wegen y(k) > 0, gilt

Part 1

y(k +1) = max{y(k), x(k + 1)} = max{y(k), x(k) + A(k)}

Annahme: Die nullstelligen dynamischen Funktionen k, x, y seien 0 im
Anfangszustand. Der gewiinschte Algorithmus ist dann

Abstract states and update sets

if k#n then
par
x = max{x + A(k),0}
y = max{y,x + A(k)}
ki=k+1

else S .=

Ubung 3.16. Definiere ASM die Markov’s Normal-Algorithmen
realisieren.

Z.B. fiirab— A, ba— B, c — C

Copyright © 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Zirich, Switzerland
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Signatures States

T - — - - Definition. A state 2 for the signature X' is a non-empt
Definition. A signature X' is a finite collection of function names. . g . . P
set X, the superuniverse of 2, together with an interpre-

tation fQl of each function name f of X.

ulf f is an n-ary function name of X, then f%: X" — X.
nlf ¢ is a constant of X, then Aex.

= The superuniverse X of the state 2 is denoted by |2|.

m Each function name f has an arity, a non-negative integer.
= Nullary function names are called constants.
m Function names can be static or dynamic.
= Every ASM signature contains the static constants
undef, true, false.

m The superuniverse is also called the base set of the state.

Signatures are also called vocabularies. m The elements of a state are the elements of the superuniverse.
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Classification of functions States (continued)

- - - m The interpretations of undef, true, false are pairwise different.
’ function/relation/location ‘

m The constant undef represents an undetermined object.

derived m The domain of an n-ary function name f in 2 is the set of all n-tuples
(ay,...,an) € |A" such that fX(ay, ..., an) # undef2.

8 m A relation is a function that has the values true, false or undef.
dynamic

= We write @ € R as an abbreviation for R(a) = true.

(moniltr:)re " controlled (ing:‘;r;g 0 out = The superuniverse can be divided into subuniverses represented by
unary relations.
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Locations Firing of updates

Definition. A location of 2( is a pair

(f? <ah sy an))

where f Is an n-ary function name and ay,...,a are elements Definition. The result of ﬁring a consistent update set U in a
of 2. state 2 is a new state A + U with the same superuniverse as 2(
u The value f%(ay, ..., ap) is the content of the location in 2. such that for every location [ of 2A:
m The elements of the location are the elements of the set v, if (,v) € U;

{a, ..., an}. (s U = {Q[(l), if there is no v with (I, v) € U.
= We write (1) for the content of the location [ in 2.

The state 2+ U is called the sequel of 2l with respect to U.

Notation. If [ = (f, (ay,..., a,)) is a location of 2 and « is a function
defined on ||, then a(1) = (f, (a(ay), ..., alay))).
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Updates and update sets Homomorphisms and isomorphisms

Let 2 and B be two states over the same signature.

Definition. An update for 2 is a pair (I, v), where [ is a location Definition. A homomorphism from 2 to B is a function «

of 2L and v is an element of 2. from |2 into |B] such that a(A(l)) = B(a(l)) for each loca-
m The update is trivial, if v = 2(1). tion [ of 2.

m An update set is a set of updates.

Definition. An isomorphism from 2 to 8 is a homomorphism
from 2 to B which is a ono-to-one function from |2| onto |B|.

Definition. An update set U is consistent, if it has no clashing
updates, i.e., if for any location [ and all elements v, w,
if (I,v) € U and (I,w) € U, then v = w.

Lemma (Isomorphism). Let « be an isomorphism from 2 to 9B.
If U is a consistent update set for 2, then «(U) is a consistent
update set for B and « is an isomorphism from 2+ U to B+a(U).
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| Composition of update sets |

| Ue V=V U{(l,v) € U | there is no w with (I, w) € V} |

Lemma. Let U, V, W be update sets.
s(UsV)eW=Uea (Ve W)

nlf U and V are consistent, then U @& V is consistent.

ulf U and V are consistent, then A+ (U® V) = (A+U)+ V.

Copyright (©) 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Ziirich, Switzerland. 1
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Terms

Let ) be a signature.

Definition. The terms of X' are syntactic expressions generated

as follows:

m Variables z, y, z, ...are terms.

m Constants ¢ of X are terms.

ulf f is an n-ary function name of X, n > 0, and ¢, ..
terms, then f(t,...,t,) is a term.

., tp are

m A term which does not contain variables is called a ground term.

m A term is called static, if it contains static function names only.

= By t% we denote the result of replacing the variable x in term ¢
everywhere by the term s (substitution of s for z in t).

Copyright © 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Ziirich, Switzerland 13
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Part 2

Mathematical Logic

Copyright (© 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Zilrich, Switzerland. 12
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Variable assignments

Let A be a state.

Definition. A variable assignment for  is a finite function ¢
which assigns elements of || to a finite number of variables.

n We write ([z +— a] for the variable assignment which coincides with ¢
except that it assigns the element a to the variable z:

(o al(g)= {g‘gy%

= Variable assignments are also called environments.

if y =u;
otherwise.

Copyright © 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Zirich, Switzerland 14
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Evaluation of terms Formulas

Let X' be a signature.

Definition. The formulas of X are generated as follows:

Definition. Let 2 be a state of X )
mlf s and ¢ are terms of X, then s = ¢ is a formula.

Let ¢ be a variable assignment for 2.

Let ¢ be a term of X such that all variables of ¢ are defined in (. ulf ¢ is a formula, then =y is a formula.
The value |[t]|%l is defined as follows: uIf ¢ and 1) are formulas, then (¢ A1), (¢ V ¢) and (¢ — 1)
a o] = C(z) are formulas.
¢ mlf  is a formula and z a variable, then (Vz ) and (3 ¢) are
A A
] [[C]IC =c formulas.

= [t IR =PI - []R)

m A formula s = ¢ is called an equation.

= The expression s # ¢ is an abbreviation for —(s = ¢).
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Evaluation of terms (continued) Formulas (continued)
Lemma (Coincidence). If ¢ and 7 are two variable
assignments for ¢ such that {(z) = n(z) for all symbol | name meaning
; A A
variables z of ¢, then MC = [t
— | negation not
A | conjunction and
Lemma (Homomorphism). If « is a homomorphism R . .
A B V | disjunction or (inclusive)
from 2 to 9B, then a([[t]]C) = I[t]laoc for each term t.
— | implication if-then
YV |universal quantification |for all
Lemma (Substitution). Let o = [s]. . . P .
(2[ 5 ) [ }]C 3 |existential quantification |there is
S —
Then ﬂtiﬂ( = M([z»—»a]'
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Formulas (continued) Coincidence, Substitution, Isomorphism
@AY Ax stands for ((@ A1) A X), Lemma (Coincidence). If ¢ and 7 are two variable
assignments for ¢ such that {(z) = n(z) for all free
PV YV stands for (¢ V)V x), variables z of ¢, then [[np}]%[ = |[<p]]%
@ A — x stands for ((p A1) — x), etc.

= The variable z is bound by the quantifier V (3) in Vz ¢ (3z ). Lemma (Substitution). Let ¢ be a term and a = |[t]|%l

A _ A
= The scope of z in Vz ¢ (3z ¢) is the formula . Then [[(PEH( = ﬂ@ﬂc[x,_)a]-

m A variable  occurs free in a formula, if it is not in the scope of a
quantifier Vz or Jz.

Lemma (Isomorphism). Let o be an isomorphism

= By gp% we denote the result of replacing all free occurrences of the from A to B. Then [ ]]C = [[‘Pﬂ?og'
variable z in ¢ by the term ¢. (Bound variables are renamed.)
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Semantics of formulas Models

true, if [s ]] M(,
false, othenmse

true, if [[Lp]]? = false;
false, otherwise.

true, if [¢ ]]C = true and |[1/1]]%’1 = true;
false, otherwise.

Definition. A state 2 is a model of ¢ (written 2 = ),

¢ -{
{
-
o {t i Tg12 = true or [y]2 = true;
{
8
{

© 7\ faise, otherwise. if [ ]]C = true for all variable assignments ¢ for ¢.
- 1/1 _ [ true, if [[Lp]]? = false or |[w]]% = lrue;
le false, otherwise.
Va2 true, i [p] Clora = true for every a € |2];
false, otherwise.
; : : A e
E Lp]] _ [ true, if there_ exists an a € || with |[‘/’]]<[1Hu] = true;
false, otherwise.
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Part 3

Transition rules and runs of ASMs
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Transition rules (continued)

Forall Rule:

Meaning: Execute P in parallel for each z satisfying .

| forall z with ¢ do P |

Choose Rule:

Meaning: Choose an z satisfying ¢ and then execute P.

Meaning: P and (@ are executed sequentially, first P and then Q.

| choose z with ¢ do P |

Sequence Rule:

Call Rule: r(ty, )

Meaning: Call transition rule 7 with parameters t;, ..., ty.

Copyright © 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Ziirich, Switzerland 2
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Transition rules

Skip Rule:
Meaning: Do nothing

Update Rule: | Flst, ...

Block Rule:

Meaning: P and () are executed in parallel.

Conditional Rule: | if © then P else @ |

Meaning: If ¢ is true, then execute P, otherwise execute ().

Let Rule:

Meaning: Assign the value of ¢ to z and then execute P.

Copyright (© 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Zilrich, Switzerland. 2
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Variations of the syntax

if © then
P
else

Q
endif

if ¢ then P else @

[do in-parallel] P par par P,
P
Py
[enddo]
{Py,..., Py} | Pjpar ... par P,
Copyright (© 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Ziirich, Switzerland. 26

L]
Prof. Dr. K. Madl ions- und Verifikati hnik

: Formale Spezifik

: Einleitung 88



Abstract State Machines: ASM- Spezifikationsmethode
0000000O000O0OO0OO0OO000000000000000000000000000e000000000000000000000

Abstract State Machines: ASM- Spezifikationsmethode
00000000000 000000O0OO0000000000000000000000000000e0000000000000000000

ASM-Spezifikationen

Variations of the syntax (continued)

do forall z: ¢ forall 2 with ¢ do P
P
enddo
choose z: ¢ |choose z with ¢ do P
P
endchoose
step P seq @
P
step
Copyright (€ 2002 Robert F. Stiirk, Computer Science Department, ETH Ziirich, Switzerland. 27
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Free and bound variables

Definition. An occurrence of a variable z is free in a transition
rule, if it is not in the scope of a let z, forall z or choose z.

letz=1¢in P

scope of z

forall z with ¢ do P
1

scope of z

choose = with ¢ do P
N——

scope of z
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Beispiel

Beispiel 3.17. Sortieren linearer Datenstrukturen
in-place, one-swap-a-time.
Sei a : Index — Value

choose x,y € Index : x <y A a(x) > a(y)
do in— parallel
a(x) = a(y)
ay) = a(x)

Zwei Arten von Nichtdeterminismus:
“Don't-care” Nichtdeterminismus: Random choice
choose x € {x1, Xz, ..., xa} with (x) do
R(x)
“Don‘t-know"” Indeterminismus
Extern kontrollierte Aktionen und Ereignisse (z.B. input Aktionen)
monitored f: X —Y

Prof. Dr. K. Madl : Formale Spezifikations- und Verifikati hniken: Einleitung 90
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Rule declarations

Definition. A rule declaration for a rule
name 7 of arity n is an expression

|r(a:1,...,xn):P|

where

m P is a transition rule and

u the free variables of P are contained in the
list 71, ..., %y

Remark: Recursive rule declarations are allowed.
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Abstract State Machines Semantics of transition rules (continued) |

yields(skip, 2, ¢, 0)

where [ = (f, (ﬂsl]]?, e [[s,,]]?))
yields(f(s1, - .., s,) = t, 2, ¢, {([,v)}) and v = M?

Definition. An abstract state machine M consists of yields(P,2,¢, U) yields(Q, 2, ¢, V)

ma signature X, yields(P par Q,2,(. UU V)

ma set of initial states for yields(P, 2, ¢, U) e

yields(if o then P else Q,2L,C, U) il g S G

(f
(
(
(
(
yields(Q, 2, ¢, V)
(
(
(
(
(

ma set of rule declarations,

= a distinguished rule name of arity zero called the
main rule name of the machine.

if [¢]% = fals
yields(if ¢ then P else Q,2(,C, V) if [pI2 = false

yields(P, 2, ([z +— a], U)
yields(let z =t in P,2,¢, U)

yields(P, 2, [z +— a], U,) foreach a €l
yields(forall z with ¢ do P, 2, ¢,U,c; Ua)

where a = [¢]2

where I = range(z, p,2, ()
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Semantics of transition rules Semantics of transition rules (continued) |
The semantics of transition rules is defined in a calculus by rules: yields(P, 2, ([ +— a], U)

if a € range(z, ¢, U, C)

- - yields(choose z with ¢ do P,2,¢, U)
Premise| --- Premisey,

.. ) i
Conclusion Condition o TWith g B P AL | range(z, ¢, %, C)

yields(P, 2, ¢, U) vyields(Q, 2+ U,¢, V)
yields(P seq Q, A, (, U& V)

(
(
(
The predicate yieldsEP A.C,U)
(
(

if U is consistent

i Uisi .
y—ields Pseq 0.9,C,7) if U is inconsistent

[vieléstP. 2., V)| P D.C0) e o) = P
means: yields(r(y, ..., t), 2, ¢, U) rule declaration of M

The transition rule P yields the update set U in
state 2 under the variable assignment (.

range(a, ¢,%,¢) = {a € [ : [p]2,.,, = truc}

Copyright (© 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Zilrich, Switzerland. 31 Copyright © 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Zirich, Switzerland 3
__________________________________________________________________________________________________|] L_______________________________________________________________________________________________________|]
Prof. Dr. K. Madl, : Formale Spezifikations- und Verifikati hniken: Einleitung 94 Prof. Dr. K. Madl : Formale Sperzifikations- und Verifikati hniken: Einleitung 96




Abstract State Machines: ASM- Spezifikationsmethode
00000000000 000000O0OOOO0OOOOOOO0O00Oe0000000000000
ASM-Spezifikationen

Coincidence, Substitution, Isomorphisms

Lemma (Coincidence). If {(z) = 7(z) for all free variables z of
a transition rule P and P yields U in 2 under (, then P yields U
in 2 under 7.

Lemma (Substitution). Let ¢ be a static term and a = [[tﬂ%l

Then the rule P% yields the update set U in state 2 under  iff
P yields U in 2 under [z — a.

Lemma (Isomorphism). If o is an isomorphism from 2 to B
and P yields U in 2 under ¢, then P yields «(U) in B under
ao(.
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Move of an ASM

Definition. A macﬂl)[ine M can make a move from state
to B (written A = B), if the main rule of M yields a
consistent update set U in state 2 and B = A + U.

m The updates in U are called internal updates.
u‘B is called the next internal state.

If o is an isomorphism from 2 to 2A’, the following diagram commutes:

DI

a | | «@
o 2L g
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Run of an ASM

Let M be an ASM with signature 3.

A run of M is a finite or infinite sequence 2,2y, ... of states
for X such that

u % is an initial state of M

mfor each n,

—either M can make a move from 2, into the next internal
state A/ and the environment produces a consistent set of
external or shared updates U such that 0, 1 =2/, + U,

—or M cannot make a move in state 2, and 2, is the last state
in the run.

u In internal runs, the environment makes no moves.
uIn interactive runs, the environment produces updates.
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Beispiel

Beispiel 3.18. Minimaler aufspannender Baum Prim’s Algorithmus

Zwei getrennte Phasen: initial, run

Signatur: Gewichteter Graph (zush, ohne loops) gegeben durch Mengen
NODE, EDGE, ... Funktionen
weight : EDGE — REAL, frontier : EDGE — Bool, tree : EDGE — Bool

if mode = initial then
choose p: NODE
Selected(p) := true
forall e: EDGE : p € endpoints(e)
frontier(e) := true
mode := run
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Beispiel: Prim's Algorithmus (Fort.)

if mode = run then
choose e : EDGE : frontier(e)A
((Vf € EDGE) : frontier(f) = weight(f) > weight(e))
tree(e) := true
choose p: NODE : p € endpoints(e) A ~Selected(p)
Selected(p) := true
forall f : EDGE : p € endpoints(f)
frontier(f) := —frontier(f)
ifnone mode := done

Wie zeigt man Korrektheit, Terminierung?

Ubung 3.19. Man gebe eine ASM-Maschine an die Kruskal’s
Algorithmus realisiert.
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ASM-Spezifikationen

Importing new elements from the reserve

Import rule:

Meaning: Choose an element = from the reserve, delete it from the
reserve and execute P.

import z do
let z = new(X) in P | abbreviates | X (z) := true
Copyright (© 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Ziirich, Switzerland. 38
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ASM-Spezifikationen

Part 4

The reserve of ASMs

Copyright (© 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Zilrich, Switzerland. 37
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The reserve of a state

= New dynamic relation Reserve.
m Reserve is updated by the system, not by rules.
n Res() = {a € || : Reserve®(a) = true}

m The reserve elements of a state are not allowed to be in the domain
and range of any basic function of the state.

Definition. A state 2 satisfies the reserve condition with respect

to an environment ¢, if the following two conditions hold for each

element a € Res(2A) \ ran(¢):

m The element a is not the content of a location of 2I.

nlf @ is an element of a location [ of 2 which is not a location for
Reserve, then the content of [ in 2 is undef.

Copyright © 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Zilrich, Switzerland 39
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ASM-Sperzifikationen
/]|

Semantics of ASMs with a reserve

yields(P, 2, ([z — a], U)
yields(import = do P, 2, (, V)

yields(P,21,¢, U) yields(Q, %, ¢, V)

( if a € Res() \ ran(¢) and
(
(
yields(P par Q,,(, UU V)
(
(

V = U U{((Reserve, a), false)}

if Res(A) N E(U)N EI(V) C ran(C)

yields(P, 2, [z — a], U,) foreach a € I if I = range(z,p,2,() and for a # b
yields(forall 2 with o do P,2L, ¢, U U,) Res() N El(U,) N EL(U;) € ran(C)
ael

= El(U) is the set of elements that occur in the updates of U.
= The elements of an update ([, v) are the value v and the elements of
the location 1.

Copyright (©) 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Ziirich, Switzerland. 40
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ASM-Spezifikationen
_________________________________________________________________________________________________________________|

Preservation of the reserve condition

Lemma (Preservation of the reserve condition).

If a state 2 satisfies the reserve condition wrt. ( and P yields a
consistent update set U in 2 under (, then

mthe sequel 20 + U satisfies the reserve condition wrt. (,

m Res(2A+ U) \ ran(C) is contained in Res(2A) \ EI(U).

Copyright © 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Ziirich, Switzerland 42
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ASM-Spezifikationen

Problem

Problem 1: New elements that are imported in parallel must be different.

import z do parent(z) = root
import y do parent(y) = root
Problem 2: Hiding of bound variables.
import = do

f(z):=0

let z=1in

import y do f(y) ==«

Syntactic constraint. In the scope of a bound variable the same

variable should not be used again as a bound variable (let, forall,
choose, import).

Copyright (© 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Zilrich, Switzerland. a
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ASM-Spezifikationen

Permutation of the reserve

Lemma (Permutation of the reserve). Let 2 be a state that
satisfies the reserve condition wrt. (. If « is a function from |2|
to |2| that permutes the elements in Res(2) \ ran(¢) and is the
identity on non-reserve elements of 2( and on elements in the range
of ¢, then « is an isomorphism from 2 to 2.

Copyright © 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Zirich, Switzerland 3
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ASM-Sperzifikationen
/]|

Independence of the choice of reserve elements

Lemma (Independence).

Let P be a rule of an ASM without choose. If

» 2 satisfies the reserve condition wrt. (,

n the bound variables of P are not in the domain of (,

m P yields U in 2 under ¢,

u P yields U’ in 2 under ¢,

then there exists a permutation c of Res(2) \ ran(¢) such that
a(U)=U".

Copyright (©) 2002 Robert F. Stirk, Computer Science Department, ETH Ziirich, Switzerland. a4
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Verteilte ASM: Concurrency, reactivity, time

Verteilte ASM (DASM) Berechnungsmodell:

Asynchrones Berechnungsmodell
Autonom operierende Agenten

e Eine endliche Menge autonomer ASM-Agenten, jeder mit eigenem
Programm.

e Agenten interagieren durch lesen und schreiben von gemeinsamen
Lokationen globaler Maschinenzusténde.

e Potentielle Konflikte werden durch das zugrundeliegende semantische
Modell aufgelést, nach MaBgabe der Definition partiell geordneter Laufe.

o> <3 = =, =
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ASM-Spezifikationen

Beispiel: Abstrakte Datentypen (ADT)

Beispiel 3.20. Doppelt verkettete Listen
ASM-Beispiele

Ubung 3.21. Gebe eine ASM-Spezifikation fiir die Datenstruktur
Beschrankter Keller.

]
ihit

=] - = .
/]|
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Grundlagen:Ordnungen, CPQ'’s, Beweistechniken

Eigenschaften binédrer Relationen

> X Menge

> p C X x X binédre Relation

» Eigenschaften
(P1) xpx (reflexiv)
(P2) (xpyAypx)— x=y (antisymmetrisch)
(P3) (xpyAypz)—xpz (transitiv)
(P4) (xpyVypx) (linear)

u]
)]
i
ul
ihit

Prof. Dr. K. Madlener: Formale S kations- und Verifikati ken: Einleitung 112




Verteilte ASM: Concurrency, reactivity, time Verfeinerung Verteilte ASM: Concurrency, reactivity, time Verfeinerung
0000000000000 OOOOOO00000000000OOOOOOOOOOOOOO o 0000800000000 0000OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO [¢]
Grundl. r CPO’s, i i Grundl. d CPO's, B i

Quasi-Ordnungen Wohlfundierte Ordnungen

» <C X x X Quasi-Ordnung gdw < reflexiv und transitiv. )
~ &8~ » Partial-Ordnung <C X x X wohlfundiert gdw
» Kern:
~ — -1 .. .
~=SN3 (VY CX:Y#£0— Ty €Y :yminimalin Y bzgl. <))
» Strikter Anteil : <=<\ = . . . .
. SA » Quasi-Ordnung < wohlfundiert gdw strikter Anteil von <
> Y C X links geschlossen (bzgl. <) gdw wohlfundiert.
(WeY:(VxeX:x<y—x€eY)) > Initiales Segment: Y C X, links-geschlossen
» Initiale Sektion von x: sec(x) = {y : y < x}
» Schreibweise: Quasi-Ordnung (X, <)
o < =, <z, = 9Hac oy <5 =, <z, = ©ac
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]
Partial-Ordnungen Supremum

» Sei (X, <) Partial-Ordnung und Y C X
> <C X x X Partial-Ordnung gdw < reflexiv, antisymmetrisch und » S C X Kette gdw Elemente von S werden linear geordnet durch <.
transitiv. » y obere Schranke von Y gdw
» Kern: Es gilt
idxy =<n<! Vy'eY:y <y

> Strikter Anteil: <=<\idx
» Oft: < Partial-Ordnung gdw < irreflexiv, transitiv.
> Schreibweise: Partial-Ordnung (X, <) Vy' € X : ((y obere Schranke von Y) — y < y')

» Supremum: y Supremum von Y gdw

v

Analog: untere Schranke, Infimum inf(Y)

=} =) = = = A =} = =

(2N

L]
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monoton, stetig

» (D,C), (E,C") CPOs
» f: D — E monoton gdw

» Partial-Ordnung (D, C) complete partial ordering (CPO) gdw
» 3 kleinstes Element L von D (bzgl. C)
> Jede Kette S hat ein Supremum sup(S).

(vd,d' € D:d T d — f(d) T’ f(d))

» f: D — E stetig gdw f monoton und

(VS C D: S Kette — f(sup(S)) = sup(f(S)))
» X C D zulassig gdw

(VS C X : S Kette — sup(S) € X)

o = = = ©Dacx o = = = = ©Dal
- - = = ]
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Beispiel Fixpunkt
Beispiel 4.1. » (D,E)CPO, f:D—D
> (P(X), Q) ist CPO. » d € D Fixpunkt von f gdw
» (D,C) ist CPO mit f(d) = d
» D =X - Y: Menge aller partieller Funktionen f mit dom(f) C X -
um_d cod(f)C Y. » d € D kleinster Fixpunkt von f gdw d Fixpunkt von f und
» Seif, ge X»Y.
! . / . /
f C g gdw dom(f) C dom(g) A (Vx € dom(f) : f(x) = g(x)) (Vd" € D: d" Fixpunkt — d C d')
o = = = = ©ax o 5 = = ©Dar
e - - - - - -~ -~~~ - = = =
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Grund|, r CPO’s,

Fixpunkt-Satz

Fixpunkt-Satz: (D,C) CPO, f : D — D stetig, dann hat f einen
kleinsten Fixpunkt uf. Es gilt

puf =sup{fi(L):iecN}

Beweis: (Skizze)
» sup{fi(L): i€ N} Fixpunkt:

Induktion

Induktion Uber N

Induktionsprinzip:
(VXCN: ((0eXA(VxeX:xeX—=x+1eX)))—X=N)

Korrektheit:
1. Ann. nein, also IX CN:N\ X #0

) ) 2. Sei y minimal in N\ X (bzgl. <).
f(sup{fi(L):ieN}) = sup{fi+t}(L):ie N} 3.y 40
(stetie) 4y—1eXnydX
= sup{sup{f*}(L):ieN}, 1} 4 y
= sup{f'(L):ieN} 5. Widerspruch
o) Fr «Zr <EZr I DHAC e ———
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Fixpunkt-Satz

Fixpunkt-Satz: (D,C) CPO, f : D — D stetig, dann hat f einen
kleinsten Fixpunkt uf. Es gilt
pf =sup{f(L):ie N}

Beweis: (Fortsetzung)
» sup{fi(L):i € N} kleinster Fixpunkt:
1. d’ Fixpunkt von f

2. 1lCd
3. f monoton, d’ FP: f(L) C f(d') = d’
4. Induktion: Vi € N: /(L) C fi(d’) = d’
5. sup{f(L):ieN}C d
D) Fr = = = _DAC

Induktion

Induktion Gber N (Alternative)

Induktionsprinzip:
(VX CN:(¥xeN:sec(x) CX —xeX)— X=N)

Korrektheit:
1. Ann. nein, also IX CN: N\ X # 0
2. Sei y minimal in N\ X (bzgl. <).
3.sec(y) S X,y € X
4. Widerspruch

[=} = = (2N
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Induktion Induktion
Wohlfundierte Induktion Aufgabe
Ubung 4.2. Sei (D,C) CPO mit
Induktionsprinzip: Sei (Z, <) wohlfundierte Partial-Ordnung. » X=Y=N
XCZ:lyxeZ: C x X)X = 7 » D =X -» Y: Menge aller partieller Funktionen f mit dom(f) C X
(VXCZ:(VxeZ:sec(x) CX —xeX)—X=2) und cod(f) C Y.
Korrektheit: > Seif,ge X »Y.

1. Ann. nein, also Z'\ X # 0 f T g gdw dom(f) C dom(g) A (¥x € dom(f) : f(x) = g(x))

2. Sei z minimal in Z \ X (bzgl. <).

3. sec(z) C X,z ¢ X Betrachte

4. Widerspruch F: D — NxN

g {(0,1)} g=1"0
{(x,x-g(x—1)): x —1edom(g)} sonst
o) (Fr «Zr < EZr I DHAC e ———
___________________________________________________________________________________________________________________|
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Induktion Induktion

FP-Induktion Aufgabe

Induktionsprinzip: Sei (D,C) CPO, f : D — D stetig. Zeigen Sie:
1.VgeD:F(g)eD,dh. F:D—D

(VX C D, zulassig: (Le X A (Vy 1y € X — f(y) € X)) — puf € X) 2. F: D — D stetig

Korrektheit: Sei X C D zulissig. 3. VneN: uF(n)=nl
_ Bemerkung:
pf € X & sup{fi(L):ieN}eX (FP-Satz) » uF kann aufgefasst werden als Semantik einer Funktionsdefinition
< VieN:fi(l)eX (X zulassig)

< leXA(WneN:f"(L)e X — f(f"(L)) e X)
(Induktion N)
< leXA(VyeX—f(y)eX) (Gen.)

function Fac(n: N1 ) : N =gef
if n=20then 1
else n- Fac(n—1)

» Stichwort: 'derived functions’ in ASM
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Induktion

Aufgabe

Ubung 4.3. Zeigen Sie: Sei G =
Graph mit

(V, E) ein unendlicher gerichteter

> G besitzt endlich viele Wurzeln (Knoten, ohne eingehende Kanten).
» Jeder Knoten besitzt endlichen Aus-Grad.
» Jeder Knoten ist erreichbar von einer Wurzel.

Dann existiert ein unendlicher Pfad, der bei einer Wurzel beginnt.
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Partiell geordnete Laufe

Ein Lauf einer verteilten ASM A ist durch ein Tripel o = (M, A\, o) mit
folgenden Eigenschaften gegeben:

> 1. M ist eine partiell geordnete Menge von Ziigen (moves), wobei
jeder Zug nur endlich viele Vorganger hat.

> 2. )\ ist eine Funktion auf M, die jedem Zug einen Agenten zuordnet,
so dass die Ziige eines einzelnen Agenten stets linear geordnet sind.

» 3. o assoziiert einen Zustand von A mit jedem endlichen initialen
Segment Y von M, hierbei ist o(Y) das “Ergebnis der Durchfiihrung
aller Ziige" in Y. o(Y) ist ein initialer Zustand falls Y leer ist.

» 4. Die Kohérenz Bedingung ist erfillt:
Ist max eine Menge maximaler Elemente in einem endlichen initialen
Segment X von M und Y = X'\ max, dann ist A\(x) ein Agent in
o(Y) fir x € max und man erhilt o(X) aus o(Y) durch Feuern von
{A(x) : x € max} (ihre Programme) in o(Y).

Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken: Einleitung 131

Verteilte ASM: Concurrency, reactivity, time Verfeinerung
000000000000 000000000e000000000VOOOOO0000000 o

DASM

Verteilte ASM

Definition 4.4. Eine DASM A (iber eine Signatur (Vokabular) ¥ ist
gegeben durch:

» Ein verteiltes Programm T4 (ber ¥.

» Eine nicht-leere Menge |4 initialer Zustinde
Ein initialer Zustand legt eine mégliche Interpretation von ¥ liber
eine potentiell unendlichen Basismenge X fest.

A enthalt in seiner Signatur ein dynamisches Relationssymbol AGENT,
die als endliche Menge autonom operierender Agenten interpretiert wird.
» Das Verhalten eines Agenten a in Zustand S von A ist durch
programs(a) festgelegt.

» Ein Agent kann terminiert werden durch die Festlegung von
programs(a) := undef (Darstellung eines ungiiltigen Programms).

/]|
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Bemerkung, Beispiel

Die Agenten von A modellieren die konkurrierenden Kontrollthreads in
der Ausfithrung von MM4.

Ein Lauf kann als der gemeinsame Anteil der Historie der gleichen
Berechnung aus der Sicht mehrerer Beobachter.

Die Rolle von \:
mS

ions- und Verifikati
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Bemerkung, Beispiel Folgerungen aus der Koharenz Bedingung

Die Rolle von o: Momentaufnahmen sind die initialen Segmente der

partiell geordneten Menge M. Jedem initialen Segment wir ein Zustand

von A (Interpretation von X) zugeordnet, der die Wirkung der

Programme der im Segment vorkommenden Agenten wiedergibt.

~~"Ergebnis der Durchfihrung aller Ziige” im Segment. Lemma 4.5. Alle Linearisierungen eines initialen Segments eines Laufes
0 haben den selben Endzustand.

Lemma 4.6. Eine Eigenschaft P gilt genau dann in allen erreichbaren
Zustanden eines Laufes o, wenn sie in jedem erreichbaren Zustand von
Jjeder Linearisierung von o gilt.

) Fr Er (ZH = HAC C) Fr (Er (2H E HAQ
Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken: Einleitung 133 Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken: Einleitung 135
Verteilte ASM: Concurrency, reactivity, time Verfeinerung Verteilte ASM: Concurrency, reactivity, time Verfeinerung
0000000000000 0000000000e00000000OOOOOOOOOOOO o OO00000000000000000000000e000000000000000000 ]
DASM DASM
L]

Koharenz Bedingung, Beispiel Einfaches Beispiel

Ist max eine Menge maximaler Elemente in einem endlichen initialen

Segment X von M und Y = X \ max, dann ist A(x) ein Agent in o(Y) Beispiel 4.7. Seien {door, window} aussagenlogische Konstanten in der

fir x € max und man erhalt o(X) aus o(Y') durch Feuern von Signatur mit natiirlicher Bedeutung:

{A(x) : x € max} (ihre Programme) in (). door = true bedeute Tiir offen und analog fiir Fenster.

Das Programm bestehe aus zwei Agenten, einen Tiir-Manager d und
einen Fenster-Manager w mit Programmen:

Initialer Zustand

programg = door := true  // move x
program,, = window := true // move y

/

}@ Im initialen Zustand Sy seien Tiir und Fenster geschlossen, d und w seien

(
@ in der Agentenmenge.

/ Welche sind die méglichen Liufe?

u]
]
i
ul
ihit

u]
)]
i
ul
ihit
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Einfaches Beispiel (Fort.) Mehr Variationen

Seien 01 = (({X,y},X < y)7 Id7 0)7 02 = (({Xay}’.y < X)a lda 0)'
03 = (({x,y},<>),id, o) (Grdbste Partialordnung) Ubung 4.8. Betrachte folgende Agentenpaare
x,y €N (x =2,y =1 im Anfangszustand)

l.a=x=x4+1lundb=x:=x+1
© ()

2. a=x=x+1lundb=x:=x-1
' \ 3.a=x:=yundb=y:=x
@ Welche Liufe sind mit zweielementigen partiell geordneten Mengen
mdglich?
' Versuche alle Liufe zu charakterisieren.
oo 5 =, 3 9a oo 5 =, () = Ol
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DASM DASM
Variante von Einfaches Beispiel Mehr Variationen
Das Programm bestehe aus zwei Agenten, einen Tiir-Manager d und
einen Fenster-Manager w mit Programmen:
. . Betrachte folgende Agenten mit lblicher Interpretation:
programg = if —window then door := true  // move x & & P
program,, = if ~door then window := true // move y 1. Programg = if —window then door := true //move x
Im initialen Zustand Sy seien Tir und Fenster geschlossen, d und w seien 2. Program, = if ~door then window := true //movey
in der Agentenmenge. Wie sehen nun Liufe aus? Gleiche ¢'s 3. Program; = if —light A (—door V —window) then //move z
@ e light := true

door = false
\ window = false

i Welche Endzustande sind moglich, wenn im Anfangszustand die drei
' Nicht Lauf, Konstanten false sind?
Kohirenz verletzt
ungleich
() () ()
\M
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DASM Reaktive und Zeitabhingige Systeme
L]
Noch zum Uben Leit
' Die Beschreibung von Real Time Verhalten muss explizit Zeitaspekte
Consumer-producer problem: Assume a single producer agent and two or beriicksichtigen. Dies kann mit Hilfe von Timer (siehe SDL),
more consumer agents operating concurrently on a global shared globale Systemzeit oder lokale Systemzeiten erfolgen.

structure. This data structure is linearly organized and the producer adds
items at the one end side while the consumers can remove items at the
opposite end of the data structure. For manipulating the data structure,
assume operations insert and remove as introduced below.

> Reaktionen kénnen ohne Zeitverzégerung (instantan) sein (das
Feuern der Regeln der Agenten erfordert keine Zeit)

> Aktionen benétigen Zeit

insert : Item x [ItemList — [temList Bei der globalen Zeitbetrachtung geht man davon aus, dass eine linear
remove : ltemList — (ltem x ItemList) geordnete Domane TIME vorliegt, etwa mit Deklarationen

domain (TIME,<), (TIME,<) c (R,<
(1) Which kind of potential conflicts do you see? omain ( <) ) < )

(2) How does the semantic model of partially ordered runs resolve such Hierbei wird die Zeit von einer diskreten Systemuhr gemessen:
conflicts?
monitored now :— TIME
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Reaktive und Zeitabhingige Systeme Reaktive und Zeitabhingige Systeme
Umgebung Geldautomat
Reaktive Systeme zeichnen sich durch ihre Interaktion mit der Umgebung Ubung 4.9. Abstrakte Modellierung eines Ge/dautom‘?ten:
aus. Modelliert kann dies mit Hilfe eines Umgebungsagenten. Laufe Drei Agenten sind im Modell: GA-Manager, Autentitifikations-Manager,
kénnen nun (mit \) diesen Agenten enthalten, A muss dann auch die Konto-Manager. Um eine Summe vom Konto abzuheben sind folgende
Updatemenge der Umgebung in den entsprechenden Zug festlegen. logische Operationen durchzufiihren:
Die Kohdrenzbedingung muss dann auch fiir solche Laufe gelten. 1. Eingabe der Karte (Nummer) und der PIN.
Fiir extern kontrollierte Funktionen fiihrt dies sicherlich nicht zu 2. Uberpriife Giiltigkeit der Karte und PIN (AU-manager).
Inkonsistenzen bei den Updatemengen, das Verhalten der internen 3. Eingabe der Summe.
Agenten kann natiirlich beeinflusst werden. Bei shared Funktionen 4. Uberpriife ob Summe vom Konto abgehoben werden kann
konnen bei der simultanen Ausfiihrung der Ziige eines internen Agenten (KO-Manager).

und der Umgebung inkonsistente Updatemengen entstehen. 5. Falls OK aktualisiere Konto Stand und gebe Summe aus.

Oft werden noch Einschrinkungen (Annahmen) der Umgebung gemacht. 6. Falls nicht OK gebe entsprechende Nachricht aus.
Hier gibt es viele Moglichkeiten: Umgebung wird nur beobachtet oder

- o . Realisiere ein asynchrones Kommunikationsmodell wobei Timeouts
Umgebung erfiillt Integritatsbedingungen.

Transaktionen abbrechen kénnen.

/]| L]
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Reaktive und Zeitabhingige Systeme
Distributed Termination Detection

Beispiel 4.10. Modelliere folgendes Terminierungsfestellungsprotokoll:

Genau dann wird eine
passive Maschine aktiv,
wenn sie eine Nachricht
einer anderen Maschine
erhilt.

(=) Aktiv/ Passiv

O
Machine n-2 ’

Message

Nur aktive Maschinen
kénnen Nachrichten
senden.

Edsger W. Dijkstra, W. H. J. Feijen, and A.J.M. van Gasteren. Derivation
of a Termination Detection Algorithm for Distributed Computations. IPL
16 (1983).
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Reaktive und Zeitabhingige Systeme

Distributed Termination Detection: Verfahren

Signatur:

static

COLOR = {red, white} TOKEN = {redToken, whiteToken}
MACHINE ={0,1,2,...,n—1}

next : MACHINE — MACHINE

Z.B. mit next(0) =n—1,next(n—1)=n—2,... next(1) =0

controlled
color : MACHINE — COLOR token : MACHINE — TOKEN
RedTokenEvent, White TokenEvent : MACHINE — BOOL

monitored Active : MACHINE — BOOL
SendMessageEvent : MACHINE — BOOL
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Reaktive und Zeitabhingige Systeme

Annahmen far Distributed Termination Detection

Rule 0 Falls Machine;;1 aktiv ist, so behalt sie das Token; ist sie inaktiv so
leitet sie das Token an Machine; weiter.

Rule 1 Eine Maschine die eine Message sendet farbt sich rot.

Rule 2 Propagiert Machine; 1 die Probe, so leitet sie ein rotes Token weiter
falls ihre Farbe rot ist, ansonsten leitet sie das Token unverandert
weiter an Machine;.

Rule 3 Nach Beendigung einer erfolglosen Probe leitet Machiney eine neue
Probe ein.

Rule 4 Machine g initiiert eine neue Probe indem sie sich wei farbt und ein
weiBes Token an Machine,_1 leitet.

Rule 5 Nach Weiterleiten des Tokens an Machine; wird Machine; 1 weiB
gefarbt. (Beachte die urspriingliche Farbe von Machine; 1 kann die
Farbe des Tokens beeinflusst haben).
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Reaktive und Zeitabhingige Systeme

Distributed Termination Detection: Verfahren
Makros: (Rule Definitions)

» ReactOnEvents(m : MACHINE) =

if RedTokenEvent(m) then
token(m) := red Token
RedTokenEvent(m) := undef

if WhiteTokenEvent(m) then
token(m) := white Token
WhiteTokenEvent(m) := undef

if SendMessageEvent(m) then color(m):=red Rule 1

> Forward(m : MACHINE, t : TOKEN) =
if t = whiteToken then
WhiteTokenEvent(next(m)) := true
else
RedTokenEvent(next(m)) := true
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Verteilte ASM: Concurrency, reactivity, time

Verfeinerung Verteilte ASM: Concurrency, reactivity, time Verfeinerung
Reaktive und Zeitabhéingige Systeme Reaktive und Zeitabhiingige Systeme
Distributed Termination Detection: Verfahren Distributed Termination Detection
Programme Initiale Zustande
» RegularMachineProgram = Imo € MACHINE
(program(mg) = SupervisorMachineProgram A
ReactOnEvents(me) token(mg) = redToken A
if = Active(me) A token(me) # undef then Rule 0 (Vm € MACHINE)(m # my =
InitializeMachine(me)  Rule 5 (program(m) = RegularMachineProgram A token(m) = undef)))
if color(me) = red then
Forward(me, redToken) ~ Rule 2 Umgebungsconstraints Fir alle Laufe und alle Linearisierungen gilt:
else
G (¥m € MACHINE)
o Forl'/vard(me, token(me))  Rule 2 ((SendMessageEvent(m) = true = (P(Active(m)) A Active(m))) A
» Mit InltlallZeMaChlne(m . MACHINE) = ((Actlve(m) = true N\ P(—|Actlve(m)) =
token(m) := undef (3m’ € MACHINE) (m’ # m A SendMessageEvent(m’))))
color(m) := white Nextconstraints
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Reaktive und Zeitabhingige Systeme

Distributed Termination Detection: Verfahren

Programme

» SupervisorMachineProgram =

ReactOnEvents(me)
if = Active(me) A token(me) # undef then
if color(me) = white \ token(me) = whiteToken then
ReportGlobal Termination
else  Rule 3
InitializeMachine(me)  Rule 4
Forward(me, whiteToken)  Rule 4
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Reaktive und Zeitabhingige Systeme

Distributed Termination Detection

Korrektheit nach Dijkstra

Annahmen: Die Maschinen bilden ein geschlossenes System, d.h.
Nachrichten kdnnen nur untereinander Versendet werden. Das System im
Initialzustand kann beliebig gefarbt sein und mehrere Maschinen kénnen
aktiv sein. Das Token befindet sich bei der 0'ten Maschine. Die
angebebenen Regel beschreiben die Ubergabe des Tokens und die
Farbung der Maschinen bei bestimmten Aktivitaten. Festzustellen ist ein
Zustand bei dem alle Maschinen passiv (nicht aktiv) sind. Dies ist ein
stabiler Zustand des Systems, da nur aktive Maschinen Nachrichten
versenden konnen und passive Maschinen nur aktiviert werden kénnen
durch Erhalt einer Nachricht.

Die Invariante: Sei t die Stelle an der sich das Token befindet, dann gilt
(Vi:t <i<n Machine; ist passiv) V (3j: 0 < j <t Machine; ist rot)V
(Token ist rot)
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Reaktive und Zeitabhingige Systeme

Distributed Termination Detection

(Vi:t <i<n Machine; ist passiv) V (3j: 0 < j <t Machine; ist rot)V
(Token ist rot)

Korrektheitsargument

Wenn das Token zu Machine, gelangt ist t = 0 und die Invariante gilt.
Falls

(Machine, ist passiv) A (Machine, ist weiB) A ( Token ist weiB)

so muB

(Vi:0 < i< n Machine; ist passiv) gelten, d.h. Terminierung.

Nachweis der Invariante Induktion nach t:
Der Fall t = n - 1 ist einfach.
Invariante gelte fiir 0 < t < n, zeige sie gilt fiir t — 1.

Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken: Einleitung 153

Verteilte ASM: Concurrency, reactivity, time Verfeinerung
0000000000000 000000000000000000000000000000e o

Vortrag Bérger ASM-Buch

Verfeinerungsbegriffe fiir ASM's

Frage: Ist im Terminierungsbeispiel die angegebene DASM eine
Verfeinerung der abstrakteren DASM? ~

Allgemeine Verfeinerungsbegriffe fiir ASM’s
> Verfeinerungen werden in der Regel fir BASM definiert, d.h. Laufe
sind stets linear, was die Betrachtung vereinfacht.

» Verfeinerungen erlauben Abstraktionen, Realisierungen von Daten
und Prozeduren.

» ASM Verfeinerungen sind meistens Problemorientiert: Abhangigkeit
von der Anwendung und somit sollten sie flexibel sein.

» Beweisaufgaben werden mit Hilfe von korrekten und vollstandigen
Verfeinerungen Strukturiert und Vereinfacht.

Siehe ASM-Buch.
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Algebraische Spezifikation - Gleichheitskalkiile
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Reaktive und Zeitabhingige Systeme

Distributed Termination Detection

Gilt die Invariante auch in allen Zustanden aller Linearisierungen von
Laufen der DASM 7 Nein

» Problem 1 Rot Farben einer aktiven Maschine die eine Nachricht
versendet geschieht in spateren Zustand. Es miisste im selben
Zustand passieren in dem die nachrichterhaltende Maschine aktiv
wird.

Losung color ist shared Funktion. Anstatt SendMessageEvent(m)
zu setzen wird color(m) = red von der Umgebung gesetzt.

» Problem 2 Es gibt Zustande fiir die keine Maschine das Token hat.
Die tokenhabende Maschine Initialisiert sich und setzt ein Event, im
resultierenden Zustand hat keine Maschine das Token.

Losung Statt ein FarbTokenEvent zu setzen, wird direkt
token(next(m)) richtig gesetzt.

» Resultat Abstraktere Maschine. Die Umgebung regelt die Aktivitit
der Maschinen, das Nachrichteniibermitteln und die Farbung.

/]|
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Grundlagen

Algebraische Spezifikation - Gleichheitslogik

Anforderungen an Spezifikationstechniken:

> Abstraktion (Verfeinerung)

» Strukturierungsmechanismen
Zerlegung, Kombination, Erweiterung-Instantierung

klare (eindeutige und plausible) Semantik

Unterstiitzung des ,verify while develop*-Prinzips
Ausdruckskraft (alle partial rekursiven Funktionen darstellbar)
Lesbarkeit (Adequatheit) (Angemessenheit)

v v vy

I ———
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Einfiihrung

Algebraische Spezifikation - Algebren

Spezifikation von Datentypen

Algebren

Einsortige Algebren

Gleicheitslogik: Ersetze ,,Gleiches" durch ,Gleiches"
Problem: Zykel, Nichtterminierung
Losung: Gerichtete Gleichungen, ~~ Termersetzungssysteme

Syntax Gleichungen Programme _ _ .
Signatur =t Datenoperation Finde R konvergent mit FoN =
Axiome if pthenty =t Gerichtete Anwendung
x-1—x 1-x—x
x-x1—1 x1.x—1
171 -1 (xN)t—=x
Algebren (x-y) =y tx! (x-y)z=x-(y 2)
. xt(xy) oy x - (xTty) =y
heterogene  ordnungssortierte homogene
(mehrsortig) (mehrsortig) (einsortig)
o & = = = VA =) =) = = DA
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Algebraische ifikation - Gleichhei Algebraische Spezifikation - Gleichheitskalkiile
Algebren Algebren
Einsortige Algebren Mehrsortige Algebren
Beispiel 6.1. a) Gruppen
SORT: g b) Listen tiber nat-Zahlen
SIG: -:g,g—g l:—g “lig—g SIG:  BOOL, NAT, LIST Sorten
EQN:: x-1=x x-x1=1 (x-y)-z=x-(y-2) true, false: — BOOL
All-quantifizierte Gleichungen 0 — NAT suc: NAT — NAT
. +: NAT, NAT — NAT
Modelle sind Gruppen eq: NAT, NAT — BOOL
Frage: Welche Gleichungen gelten in allen Gruppen, nil: — LIST .. NAT, LIST — LIST
_ app: LIST, LIST — LIST
d. h. EQN ’: t1 = b
rev: LIST — LIST
1-x=x xl.x=1 (xHt=x
=] =y = = = A =] = = = ) Q>
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Algebren Algebren

Mehrsortige Algebren Mehrsortige Algebren

Manche Gleichungen gelten nicht in allen Modellen von EQN= E.

z.B.
Axiome sind allquantifizierte Gleichungen, d.h.
X1y oy Xn 0 (X1 ey Xn) = ta(X1, .o, X) WObei X+yFey+x
app(x, a ,Z app(app(x,y), z
t1(X1, ooy Xn), t2(X1, ...y Xn) Terme gleicher Sorte in der Signatur sind. Pp(x, app(y, 2)) #& app(app(x. ). 2)

rev(rev(x)) #g x
EQN: n+0=n nm +suc(ny) = suc(m + ny) die Termpaare sind nicht zusammenfiihrbar.

eq(0,0) = true  eq(0,suc(n)) = false

Unterscheidung:
eq(suc(n),0) = false eq(suc(m),suc(ny)) = eq(n1, n2)

- Gleichungen die in allen Modellen von E gelten.
app(nil, ) = 1 app(n.hi, ) = n. app(h, b) - Gleichungen die im Datenmodell von E gelten.

rev(nil) = nil  rev(n./) = app(rev(/), n.nil) x+y=y+x:50+50=50+s0allei,j

rev(rev(x)) = x fiir x = s0.50. ... s"0.nil

o) (B (= <Er E_DA0 oo 5 =, (=, =
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Algebren Algebraische Grundlagen
Mehrsortige Algebren These: Datentypen sind Algebren
Terme der Sorten BOOL, NAT, LIST als Bezeichner fur Elemente
(Standarddefinition!) _
Welche Algebra wird spezifiziert? Wie rechnet man in dieser Algebra? GD'II;.h,f\bsjcrakte ([j)att-:;typﬂen. tation der Dat
Gleichungen richten ~» Termersetzungssystem R. Offenbar gilt: nabhanglg von der feprasentation der Laten.
] ) . Spezifikation abstrakter Datentypen:
s'(0) +5/(0) — s"(0) L
R Konzepte aus Logik/universelle Algebra
. Ziel: gemeinsame Sprachebene fiir Spezifikation und Implementierung.
app(3.1.nil,app(5.nil, 1.2.3.nil)) — 3.1.5.1.2.3.nil
) L Mittel fiir Korrektheitsbeweise:
rev(3.1.nil) — app(rev(1.nil),3.nil)
— app(app(rev(nil), 1.nil), 3.nil) . Gilt Syntax, L Formeln (P-Logik,Hoare,...)
. . . rage: Gi
— app(app(nil, 1-”")*,3-"”) Cl: FolgerungsabschluB (Z.B. =, Th(A),...)
— app(L.nil, 3.nil) — 1.3.nil
app(x.y.nil, z.nil) =g app(x.nil, y.z.nil) ?
= =) = = = Dax = = = “4C
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Algebraische Grundlagen

Algebraische Spezifikation - Gleichheitskalkiile
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FolgerungssbschluB

Cl:P(L) — P(L) (Teilmengen von L) mit

a)AC L~ AcC CI(A)

b) A,BC L,AC B~ CI(A) C Cl(B) (Monotonie)
c) CI(A) = CI(CI(A)) (Maximalitat)

Wichtige Begriffe:
Konsistenzz AC L Aist konsistent falls C/(A) C L

Implementierung: A implementiert B

Signatur - Terme

Signatur - Terme
b) Term(F): Menge der Grundterme {iber sig und ihre Baumprésentation.

Term(F) := U Terms(F)
seS
rekursiv def.

> f:— s, s0f € Termg(F) Reprasentation:  -f

> fis1,...,8, — s, t; € Termg(F)

mit Rep. T; so
f(t1,...,tn) € Termg(F) mit Rep.

(Verfeinerung) L C L', CI(B) C CI(A)
Beachte Reprasentation durch geordnete Bdume
S < =, = ©ag O, P> (= < Er E DAl
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Signatur - Terme Signatur - Terme
Signatur - Terme Signatur - Terme
Definition 6.2. a) Signatur ist Tripel sig = (S, F,7) (Abgekzt.: ) V= U Vs Variablensystem VN F = @.
i seS
> 5 endliche Menge von Sorten Jedes x € V; hat Funktionalitit x :— s
» F Menge von Operatoren (Funktionssymbolen
. ( ) ) Setze:  Term(F, V) := Term(F U V).
» 7: F — ST Funktion Stelligkeit, d. h.
7(f) =s1---sp5, n >0, s; Argumentsorten, s Zielsorte. Bezeichnung: Terme iiber sig in Var. V.
Schreibe: f - s1,..., 55— s (F und 7 geeignet erweitert).
(Beachte n = 0) méglich, Konstante der Sorte S. Intention: Fir Variablen diirfen beliebige Objekte, d.h. Terme, eingesetzt
werden.
. - _ . S e o ) = = = ©Dax
. _______________________________________________________________________________________________________________|
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Striktheit - Positionen-Teilterme Striktheit - Positionen-Teilterme
Striktheit - Positionen-Teilterme Signaturen - Terme

Beispiel 6.4. S = (BOOL,NAT,LIST), F = {true, false, ...},

Definition 6.3. a) s € S strikt, falls TermS(F) 7& 6] 7:F — S*:: true:— BOOL, eq : NAT,NAT — BOOL...

Gibt es zu jeder Sorte s € S entweder eine Konstante der Sorte S oder

eine Funktion f : sy,...,s, — s, so dass die s; strikt sind, dann sind alle V = Vool U ViaT U ViisT
Sorten der Signatur strikt.~~ strikte Signaturen (Generalvoraussetzung) “ “ “

b) Teilterme (t) = {t, | p Stelle (Position) in p, t, Teilterm in p} {bi:ieN} {x i eN} {7 €N}
Stellen werden durch Folgen iiber N dargestellt Grundterme:

(Elemente von N*, e leere Folge). true, false, eq(0, suc(0)) € TermpooL (S)

O(t) Menge der Stellen in t, 0, suc(0),suc(0) + (suc(suc(0)) + 0) € Termyat(S)

Fiir p € O(t) t, (oder t|,) Teilterm von t an Stelle p app(nil, suc(0).(suc(suc(0)).nil) € Termyist(S)

. true, fal keine Te .
» t Konstante oder Variable: O(t) = {e} te=t g lZecr(nOe)i,an'(l'errlrJ:;-a se), rev(0) keine Terme

> t= f(tla ) tn) so eq(Xl,XQ) € TermBOOLE(F, V), SUC(X1) + (XQ + SUC(O)) (S TermNAT(F, V)
Ot)={ip[1<i<npeO(t)}U{e} app(h,x1.l) € Termyst(F, V)
tip =tilp und te=t. rev(xy.l) € Termyst(F, V)
app(x1, h) kein Term.

o

|
I

u

it

5
o
]
I
u
it

Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken: Einleitung 169 Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken: Einleitung 171
Algebraische ifikation - Gleichheitskalkiil Algebraische Spezifikation - Gleichheitskalkiile
0000000000000 0@0000000000000000000000000000000 000000000000 0000e00000000000000000000000000000
Striktheit - Positionen-Teilterme Striktheit - Positionen-Teilterme
Termersetzung Signaturen
c) Termersetzung: t, r € Term(F, V) Darstellung von Signaturen (graphisch oder normiert)
p € O(t): mit r,t, € Terms(F, V) fur eine Sorte s. e suc

Dann ist kfalse Q

t[r]p, bzw. t[p < r] bzw. t der Term der aus t entsteht durch Ersetzen
vom Teilterm t, durch r.

il
true empty \m > 1

Also t[p « r]qg = t4 ﬁir q|pund (et / @ @

false pop top

Notationen:
N o sig . ..
ops ...
op: W—S
tlp—rlp=r r op1,...,op;: W — S

u]
]
i
ul
ihit

O = = D
L]
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Interpretationen: sig-Algebren

Interpretationen: sig-Algebren

Interpretationen: sig-Algebren

Definition 6.5. sig = (S, F,7) Signatur. Eine sig-Algebra 2 besteht aus

1) Tragermenge A=
2) Funktionensystem Fy = {fy : f € F} mit

fo @ As, X -+ X As, — As Funktion und 7(f) = sy - -

Beachte: Die fy sind totale Funktionen.

Die Voraussetzung As # @ ist nicht zwingend.

scs As, As # O Triagermenge der Sorte s.

- SpS.

Die von V' erzeugte freie sig-Algebra

Definition 6.7.
> A= (A Fa) mit: A= J,c5 As
As = Terms(F, V), d. h. A= Term(F, V)
F>f:s,...,5, —s:
far(te, ... tn) = F(tr,...,tn)
A ist sig-Algebra:: Tqg(V) die von V erzeugte
freie Termalgebra mit Variablenmenge V.

> V = A = Terms(F) Menge der Grundterme
(As # @, da sig strikt).

2 Grundtermalgebra:: Tgg

o =, <=, = ©Har O, P> (= < Er E DAl
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Interpretationen: sig-Algebren Interpretationen: sig-Algebren
Interpretationen: sig-Algebren Homomorphismen

Definition 6.8. sig-Homomorphismus: 2,2’ sig-Algebren
Beispiel 6.6. Interpretationen h: 2 — 2" Familie von Abbildungen.
a) sig = BOOL-Algebren, true, false :— BOOL h={hs: As — AL :s € S} ist sig-Homomorphismus.
2Aq {0,1} trueg, =0 falsey, =1 Wenn
SZL2 {Oal} true?lz =0 falsemz =0 bOOI—A/g. hs(fg[(ah...,a,,)) - fQU(hsl(al)a-“ahsn(an))
A3 N truegy, =4 falseg, =5
Ay {true, false} truey, = true falsey, = false Wie lblich: injektiv, surjektiv, bijektiv, Isomorphismus
o £
b) SIg = NAT, O,SUC ) . 2 A AIgebran
A N Z N {true, false} {0,suc’(0)}
0Ogy, 0 0 1 true 0
sucy, sucy pred; idy suc(true) = false suc(0) = suc(0) h h
suc(false) = true suc(suc’(0)) = suc’™1(0) ]
., Algebra 2’
= =) = = = Dax = = = = = o4C
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Kanonische Homomorphismen

Kanonische Homomorphismen

Kanonische Homomorphismen Kanonische Homomorphismen

A sig-Algebra, h: Tz — 2 Interpretationshomomorphismus.

Lemma 6.9. 2 sig-Algebra, T, A sig-erzeugt (Term-erzeugt) gdw

Vs€S hs:T F A jekti
a) Die Familie der Interpretationsfunktionen Dsie (freie) STer;;Tgébrl Zt sisg—S:rEZugl’:
hs : Termg(F) — A ist definiert durch '
ADT Forderungen:

ho(F(tr, - ta)) = fau(hs, (1), .. hs, () » Représentationsunabhéngig (Isomorphieklasse)

mit hs(c) = cy ist ein sig-Homomorphismus. » Operationserzeugt (sig-erzeugt)

b) Es gibt keinen anderen sig-Homomorphismus von Tgg nach .

These: Ein ADT ist die Isomorphieklasse einer initialen Algebra.
Eindeutigkeit!

Termalgebren als initiale Algebren sind ADT.
Beweis: Ub ht den Meister! Beachte Eigenschaften der freien Termalgebra:
eweis: Ubung macht den Meister!

Abbildungen von V' in 2l lassen sich eindeutig zu Homomorphismen von
Tsig(V) in 2 fortsetzen.

oy @ = =, E ©ac o = =, = DHae
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Kanonische Homomorphismen Gleichungsspezifikationen
Initiale Algebren Gleichungsspezifikationen
Definition 6.10. Initiale Algebren:
Eine sig-Algebra 2L heiBt Initial in einer Klasse C von sig-Algebren, wenn
fiir jede sig-Algebra 2" € C genau ein sig-Homomorphismus h : 2 — 2’ . I .
Jt 1 g-Alg! & & P Fiir Spezifikationsformalismen:
existiert. L
L . Klassen von Algebren die initialen Algebren zulassen.
Insbesondere: T ist initial in der Klasse aller sig-Algebren.
Fakt: Initiale Algebren sind isomorph. ~~ Horn (Siehe Literatur)
sigINT sortsint
ops 0:—int
suc : int — int
pred : int — int
Analog lassen sich Finale Algebren definieren.
Or <> <Zr «Tr E HAC T
]
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Gleichungsspezifikationen
. _______________________________________________________________________________________________________________|

Gleichungsspezifikation

Definition 6.11. sig = (S, F, ) Signatur, V' Variablensystem
a) Gleichung: (u,v) € Termg(F, V) x Termy(F, V)
Schreibe: u=v
Gleichungssystem E iiber sig,V: Menge von Gleichungen

b) (Gleichungs)-Spezifikation: spec = (sig, E)
E Gleichungssystem iiber F U V.

Gleichungsspezifikationen

Modelle von spec = (sig, E)

Definition 6.12. 2 sig-Algebra, V(S)-Variablensystem
a) Belegungsfunktion ¢ fiir A: ps : Vs — As  Induziert
Bewertung ¢ : Term(F, V) — 24 durch

o(f) = fy, f konstant,
gD(f(tl, ..

o(x) = ps(x), x € Vs
- ta)) = falp(tr)s - (tn)

Vs - A
Termy(F,V) 25 A,
2A

Term(F,V) % Homomorphismus
Beweis!
O, «F> (Er () E DAL O, P> (= < Er E DAl
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Gleichungsspezifikationen Gleichungsspezifikationen
Notation Modelle von spec = (sig, E)
Schlisselwort eqns
spec INT b) s = t Gleichung iiber sig,V
sorts int implizite A s =t Aerflllt s =t mit Belegung ¢ gdw ¢(s) = p(t),
ops 0:—int All-Quantifikation e
suc, pred: int — int  oft Deklaration Gleichheit in A.
eqns suc(pred(x)) = x der Sorten c) Aerfillt s =t bzw. s = t gilt in A
pred(suc(x)) = x der Variablen AEs=t
Fir jede Belegung p A Es=t
Semantik:: v
> loose alle Modelle (PL1) d) 20 ist Modell von spec = (sig, E)
. s e dw 2 erfillt jede Gleichung von E
» enge (spezielles Modell initial, final &
& (.p ) ) ) ] o A= E  ALG(spec) Klasse der Modelle von spec.
» operational (Gleichungskalkiil+Induktionsprinzip)
Or <> <Z» <Z» E _DAG CRIRI- NN SRR SN ERolN
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Gleichungsspezifikationen

Beispiele

Beispiel 6.13. 1)

spec  NAT
sorts nat
ops 0:— nat
S :nat — nat

+ _ :nat,nat — nat

Gleichungsspezifikationen

Beispiele

A, £, ¢ sind Modelle von spec NAT
zB. B: ¢(x)=a p(y)=b abel
e(x+0)=afl=a-1=a=¢x)
¢(x+s(y)) =ats(b)=a-(b-5)
=(a-b)-5=3(ath)

- =¢(s(x+y))
eqns x+0=x
x+s(y)=s(x+y)
=, E ©ac o = =, = DHae
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Gleichungsspezifikationen Gleichungsspezifikationen
Beispiele Beispiele
sig-Algebren 2)
A n o spec  LIST(NAT)
a) A=(N,0,+,3)
6 5(n) +1 ol n use NAT
= s(n)=n n+tm=n+m .
NI sorts nat, list
b) B = (2,0,+,5) . ops  nil :— list
0=1 8(i)=i-5 itj=i-j . i nat,list — list
c) €= ({true, false},0, +,3) app : list, list — list
0 = false 5(true) = false 5(false) = true eqns  app(nil, g2) = g2
itj=iVj app(x.q1, q2) = x. app(q1, ¢2)
S = o or <3 = =, = 9Hac
___________________________________________________________________________________________________________________| ]
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Gleichungsspezifikationen

Beispiele

spec-Algebra

A N, N*

0=0 F=+ s=+1
nil=e (leeresWort)
T (hz)=iz

app(z1, z2) = z1z2 (Konkatenation)

Gleichungsspezifikationen

Beispiele
4 5 6
Ane | {a,b}*UZ | {1}TU{0}TUu{z} | !
Og(,. 0 z !
1" — 1n+l
z—1 .
suCy, sucy, 0l s on id
00—z
1n+1 —1n
predy. pred; i : S id
On — On+1
— + +

o =, 3 9 o <5 =, <=, I DAl
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Gleichungsspezifikationen Substitution

]
Beispiele Substitution
specINT  suc(pred(x)) = x red(suc(x)) = x . . . e ,
3)sp 1 (pred( )2) pred(suc( )3) Definition 6.14. sig, Term(F, V) Eine Substitution ist eine Abbildung
) 7 N Ttrue, false] 005 Ve — Termg(F, V), 0s(x) € Termg(F, V), x € V;
. ri .
nt ue, taise o(x) = x fir fast alle x € V
Og, 0 0 true D(o)={x | o(x) # x} endlich Definitionsbereich
Schreibe o = {x1 < t1,... X, < ty}
sucy, | sucg sucy true — false Fortsetzung zu Homomorphismus o : Term(F, V) — Term(F, V)
i false — true
o(f(ty,..., ty) = f(o(t1),...,0(t
n+1—n true — false (F(t1, 1)) (o(tr). -, o(tn))
predy, | pred 0—0 false — true N
Grundsubstitution: t; € Terms(F) x; € D(0)s
+ —~ +
[=] = = A =] F = = = (25N
___________________________________________________________________________________________________________________| ]
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Lose Semantik

Lose Semantik

Definition 6.15. spec = (sig, E)

ALG(spec)= {2 | sig-Algebra, A = E}

Gesucht: Charakterisierungen der Gleichungen die in ALG(spec) bzw.
ALGTE(spec) (Term erzeugte).

a) Semantische Gleichheit: E |=s=t
b) Operationale Gleichheit: t; |E| t, gdw

Es gibt p € 0(t1),s = t € E, Substitution o mit
t = ti[o(t)],

ti]p = o(s),
oder
ti|, = o(t),

tr E*tl [O'(S)]p

t1 =g b gdW t1 |E| tr

Formalisierung von: Ersetze Gleiches < Gleiches

(tilp — o (8)])

Lose Semantik

Gleicheitskalkiil

E s =1t gdw es gibt einen Beweis fiir s =t aus E, d. h.

P = Folge von Gleichungen die mit s = t endet, wobei fiir t; = t, € P
gilt.

i) t1 = to € o(E) fir ein o: Substitution

ii) t1 = ta... aus vorangehenden Gleichungen durch Anwendung
einer der Inferenzregeln.

oo 5 =, () = Ol
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Lose Semantik Lose Semantik

. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
Gleicheitskalkiil Eigenschaften und Beispiele

c) Gleichheitskalkil: Inferenzregeln (deduktiv . o
) geln ( ) Folgerung 6.16. Eigenschaften und Beispiele
Reflexivitat t=t a) Gt E=s=toders=gtoderEts=t
Py i) Ist o eine Substitution, so auch
Symmetrie 7 t EEo(s)=0(t) / o(s) = o(t) /| E Eo(s) =o(t)
d. h. die induzierten Aquivalenzrelationen auf Term(F, V) sind
. t=t =t stabil bzgl. Substitutionen
Transitivitat t=t" i) reTerm(F,V), pe0(r), rlp, s,t € Termy (F, V) so
N E = rslp = r[tlp / rlslp =€ rltlp / E & rls], = r[t],
Ersetzung W p € 0(s) Monotonie Eigenschaft
s[t'], = s[t”]p . .
] o Kongruenz auf Term(F, V') die stabil ist.
(oft auch mit Substitution o)
=, = 9Hac R =, (=) = ©Oar

. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Lose Semantik

Zusammenhinge zwischen |=, =,

Kongruenzen / Quotientenalgebren

b) A = (A, Fy) sig-Algebra. ~ bin. Relation auf A ist
Kongruenzrelation auf 2, falls
i) a~ b~ dse€S:a,be As (Sortentreu)
ii) ~ ist Aquivalenzrelation
i) ai~bi (i=1,...,n), fu(a,...,an) definiert
~ fy(a1,...,an) ~ fu(b1,..., by) (monoton)

20/ ~ Quotientenalgebra:

A/ ~= USGS(AS/ N)s mit (As/ N)s = {[a]N rac As} und fg(/,\, mit

fas~([a1], -5 [an]) = [Fa(a1, - - -, an)]
wohldefiniert, d. h. 2/ ~ ist sig-Algebra.

0 A — A, mit ps(a) = [a]~ ist surjektiver Homomorphismus,
kanonischer Homomorphismus.

Zusammenhange zwischen =, =g, ¢

f) 2A sig-Algebra, E Gleichungssystem tber (sig, V). E induziert eine
Relation ~ auf 2 wobei
Ez2
a ~ a (aad €A) gdw es gibt t = t’ € E und Belegung

b )s
w: V= Amit o(t) = a, p(t')=4a
Diese Relation ist sortentreu.
Fakt: Sei = eine Kongruenz auf 2l die ol enthalt, dann ist 2/ =

eine spec = (sig, E)-Algebra, d. h. Modell von E.

g) Existenz: A = T die Termalgebra, dann ist = auf T die kleinste
Kongruenz die ol umfasst.

)

Insbesondere ist T/ =g ein Modell von E.

O (Fr <Er <Er E DAL o) Fr Er =, E DAl
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Zusammenhiinge zwischen |=, =, b £ Zusammenhinge zwischen |=, =, - £
Zusammenhénge zwischen |=, =g, ¢ Beispiel

spec :: INT mit pred(suc(x)) = x, suc(pred(x)) = x

c) A, A sig-Algebren ¢ : 2 — 2’ surjektiver Homomorphismus.

Dann A s =t A s =t (Twr/ =) = {[0] = {0, pred(suc(0)), suc(pred(0)), ...
d) spec = (sig, E): [suc(0)] = {suc(0), pred(suc(suc(0))), - . .

s=ptgdw Ebs=t [suc(suc(0))] = {:--
pred(0)] = {pred(0), suc(pred(pred(0)))...

e) A sig-Algebra, R eine sortentreue bin. Relation auf 2. Dann gibt es [ (O =A © ( ( o)

(inedk-lemSteRKongruensz auf 20 die R enthalt, d.h. R C=g SUCT /=, ([pred(suc(0))]) = [suc(pred(suc(0)))]

=g die von R erzeugte Kongruenz = [suc(0)]

= SUCTINT/:E([O])
o & = = = ©vax o 5] = = = Dar
. _______________________________________________________________________________________________________________|

Prof. Dr. K. Madl : Formale Spezifikations- und Verifikati hniken: Einleitung

198 Prof. Dr. K. Madl| : Formale Spezi ions- und Verifikati hniken: Einleitung 200




Algebraische Spezifikation - Glei Initiale Semantik
000000000000 0000000O0O0O0O0000000OOOOOOOOOOOOO0O0e 0000000000000 0000000000000000O000000O0000000000000000000
Satz von Birkhoff Grundeigenschaften

Satz von Birkhoff Quotiententermalgebren

Satz 6.17. Birkhoff

Quotiententermalgebren sind ADT.
Fiir jede Spezifikation spec = (sig, E) gilt

Beispiel 7.1. (Fortsetzung) spec = INT

EEs=tgdwEFs=t (d hs=gt) Al 7. {true false} {1}T U {0}t u{z}
04 0 true z
SuCai sucy not
Definition 6.18. Initiale Semantik pred, predy not
Sei spec = (sig, E) die Algebra T,/ =g ( Ouotiententermalgebra)

(=k die von E erzeugte kleinste Kongruenzrelation auf Tg) TinT/ =E

[0] — true [suc®(0)] +— true
wird als initiale Algebra Semantik von spec = (sig, E) definiert.

[suc™1(0)] — false [pred®™™(0)] — false
2n
Sie ist operationserzeugt und initial in ALG(spec)! [pred™(0)] — true
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Initiale Semantik
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Grundeigenschaften

Initiale Algebra Semantik Initiale Algebra

Initiale Algebra Semantik ordnet jeder Gleichungsspezifikation spec die

lssé)l?:silrl)p:eg:escsf)j:: I((lzl;lalen) Quotiententermalgebra T,/ =£ zu. spec — (sig, E) Initiale Algebra Topee (/(E))
Probleme:

Ist Tepec berechenbar?

Wortproblem ( Tsig, =) l6sbar?
Operationalisierung von Tgpec?

Welche (PL1-) Eigenschaften gelten in Tgpec ?
Wie beweist man diese Eigenschaften?

vV v.v vY

sig =1, spec = (X, E)
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Grundeigenschaften

Gleichheitstheorie/Induktive Theorie

Definition 7.2. Gleichungseigenschaften

Grundeigenschaften
_________________________________________________________________________________________________________________|

Beispiele

Beispiel 7.4. Einfache Beispiele

o ) a) spec BOOL
a) TH.(E): {s= t :.E = s = t} Gleichheitstheorie sorts bool
Gleichungen, die in allen spec-Algebren gelten. ops true, false :— bool
b) ITH(E)={s=t: Teec = s =t} induktive (=)-Theorie not : bool — bool
Gleichungen, die in allen termerzeugten spec-Algebren gelten. and, or,impl, eqv : bool, bool — bool
if _then__else_ : bool, bool, bool — bool
O, < < Zr «Zr E_DAX O, P> (= < Er E DAl
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Grundeigenschaften Grundeigenschaften
Gleichheitstheorie/Induktive Theorie Beispiel (Forts.)
Folgerung 7.3. Einfache Eigenschaften eqns not(true) = false
a) TH(E) C ITH(E), da Tepec Modell von E. not(false) = true
) . (E) € ITH(E) spec v and(true, b) = b
b) i. Allg. TH(E) & ITH(E) o and(false, b) = false
_ = _ soE w-vollstandig or(b, b') = not(and(not(b), not(b')))
~~ Konsistenzbeweise Inductionless Induction impl(b, b') = or(not(b), b')
E ra., so TH(E) r.a., aber ITH(E) i. Allg. nicht r.a. equ(b, b') = and(impl(b, '), impl(b, b))
C) Teopec =5 =t gdw o(s) =g o(t) fiir jede Grundsubstitution der Var. iftrue b’ else b’ = b’
in s, t. ~ Induktive Beweismethoden, Coversetinduction if false b’ else b = b’
d) E:x+0=x  x+s(y)=s(x+y) (TeooL Jboot = {[true], [false]} (Beweis!)
= € ITH(E) — TH(E ,
E:j_j/—)y_’_ zy:—l;(x—'_ (v + z() ) Bewe(is ), ~> Definierte- und Konstruktor-Funktionen.
Or <> <Z» <Z» E DAC D) <5 <=2 L E) EDAC
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Grundeigenschaften
. _______________________________________________________________________________________________________________|

Beispiel (Forts.)

b) spec SET-OF-CHARACTERS
sorts char, set
ops a,b,c,---:— char
o I — set
insert : char, set — set
eqns insert(x, insert(x, s)) = insert(x, s)

insert(x, insert(y, s)) = insert(y, insert(x, s))

(Tsoc)char = {a, b, C,... }
(Tsoc)set = {[2], [insert(a, @)], ...

" “

{@}{insert(a, insert(a, ..., insert(a, @)}

Grundeigenschaften
_________________________________________________________________________________________________________________|

Beispiel (Forts.)

d) Binarbaume

spec BIN-TREE

@ nat, tree

ops  0:— nat
suc : nat — nat
max : nat, nat — nat
leaf :— tree
left : tree — tree
right : tree — tree
both : tree, tree — tree
height : tree — nat
dleft : tree — tree
dright : tree — tree

SO <Fr (= (TH I DAl S, «Fr (= THr I DAl
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Grundeigenschaften Grundeigenschaften
Beispiel (Forts.) Beispiel

<)
spec  NAT
sorts nat Fortsetzung zu d) Bindrbaume
ops 0:— nat eqns max(0,n) =n
suc : nat — nat max(n,0) = n
—+ _— _*_:nat,nat — nat max(suc(m), suc(n)) = suc(max(m, n))
eqns x+0=x height(leaf) = 0
X +sucy = suc(x + y) height(both(t, t')) = suc(max(height(t), height(t')))
xx0=0 height(left(t)) = suc(height(t))
xxsuc(y) = (x * y) + x height(right(t)) = suc(height(t))
(TnaT)nat = { [0,04 0,00, ...
[suc0,0 + sucO,...
[suc(suc(0)),. ..
o =l - = = 9Dan o = - = = 9Dae

. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Korrektheit und Implementierung Korrektheit und Implementierung
/]|

Einschrankungen /VergiBbilder

Alsig VergiBbild von 2 (bzgl. sig). VergiBbild induziert somit eine
Abbildung zwischen Algebrenklassen wie folgt:

Definition 7.5. Eine Spezifikation spec = (sig, E) ist sig - sig’
sig-korrekt bzgl. einer sig-Algebra 2 gdw Tepec = A

inkl.
(d. h. der eindeutige Hom. ist Bijektion).

Beispiel 7.6. Anwendung:
INT korrekt fiir Z,, BOOL korrekt fiir B

ALG(sig) ALG(sig")
sig
Beachte: Begriff ist hier auf initiale Semantik beschréankt!
w w
Ugig «——— A
s Vergissbild
O, «F> (Er () E DAL O, P> (= < Er E DAl
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Initiale Semantik Initiale Semantik
Korrektheit und Implementierung Korrektheit und Implementierung
Einschrankungen /VergiBbilder Einschrankungen /VergiBbilder
b) Eine Spezifikation spec = (sig’, E) mit sig C sig’ ist
korrekt bzgl. sig-Algebra 2 gdw
Definition 7.7. Einschrankungen/VergiBbilder (Tepec)|sig = 2
/ = ] = / / / [ [ [ C / . . .
2) (Sj’gh (gS’CFéT)I’__SégJF, 7(-SC, f,)’T ) Signaturen mit sig C sig, (Der Hom. von (Tspec)lsig nach A ist Bijektion).
AT = c) Eine Sperzifikation spec’ = (sig’, E’) implementiert eine Spezifikation
Fiir jede sig'-Algebra 2 sei sig-Anteil 2|z von 2 die sig-Algebra mit spec = (sig, E) gdw
) (Ulsig)s = As fiir s € S sig C sig’ und (Topec')|sig = T
ii) f‘»’llsfg —fy firfeF g L sIg ( spec )|S|g spec
Beachte:
Beachte: A|sg ist sig - Algebra. » Konsistenz-Begriff fiir =-Spezifikation nicht notwendig. (Modelle
| heiBt auch VergiBbild von 2 (bzgl. sig). existieren immer!).
> Allgemeiner Implementierungsbegriff (C/(spec) C Cl(spec’))
reduziert sich immer auf =.
“vollstandige,, Theorien.
o = = = ©ax o 5 = = = ©Dar
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Korrektheit und Implementierung
. _______________________________________________________________________________________________________________|

Probleme

Nachweis s =t € Th(E) oder € ITH(E).

Fir Th(E) finde =g &quivalentes konvergentes Termersetzungssystem
(Siehe Gruppenbeispiel).

Fir ITH(E) Induktionsmethoden:

s, t induzieren Funktionen auf Tgpec. Sind xy, ..
und t, Sorten si,...,s,.
S (Tspec)51 X X (Tspec)s,, - (Tspec)s
s=t & ITh(E) gdw s und t induzieren gleiche Funktionen ~~ Beweise
durch Induktion iber Aufbau der Terme.
NAT O,suc,+ x+y=y+x €ITH

0+ x=x

., X, die Variablen in s

Strukturierungsmechanismen
_________________________________________________________________________________________________________________|

Strukturierungsmechanismen

Horizontal: - Zerlegung, - Kombination,
- Erweiterung, - Instantiierung
Vertikal: - Realisierung, - Information hiding,
- Vertikale Komposition
Hier:

Kombination, Anreicherung, Erweiterung,
Modularisierung, Parametrisierung
~» Wiederverwendbarkeit.

oy 5 = =, = 9Dal o> <3 = =, = 9HaCr
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Korrektheit und Implementierung Strukturierungsmechanismen
Probleme Strukturierungsmechanismen
» 0+0=0 Ann:0+a=a
0+ Sa=¢ S(0+a) =, S(a) BIN-TREE
» x+0=0+x Ann:x+a=a+x ) 1) spec NAT 2) spec NAT1
x+Sa=g S(x+a)=,S(a+x) =g a+Sx=Sa+x sorts nat use  NAT
» x+Sy=5x+y ops 0:— nat ops max : nat,nat — nat
X+ 50 = S(x+0) =g Sx =¢ Sx + 0 suc : nat — nat eqns max(0,n) =n
x4 SSa =g S(x + Sa) = S(5x + a) = Sx + Sa max(n,0) = n
: : max(s(m),s(n)) =
spec(SIg, E) Pspec(5|g7 Ea Prop) s(max(m, n))
Gleichungen reichen  Eigenschaften die gelten sollen!
oft nicht aus Verifikationsaufgaben
Or <> <Z» <Z» E _DAG D) <5 <=2 L E) EDAC
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Strukturierungsmechanismen

Strukturierungsmechanismen

. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
Strukturierungsmechanismen Die Semantik von comb
BIN-TREE (FOI’tS.) Tcomb = Tspec
3) spec BINTREEL 4) spec BINTREE2 Typische Falle:
sorts bintree use NATI1,BINTREE1 S, = &, F, neue Funktionssymbole mit Stelligkeiten 7, (alte).
opsleaf :— bintree ops height : bintree — nat S, neue Sorten, F, neue Funktionssymbole.
left, right : bintree eqns : T, Stelligkeiten neue + alte.
— bintree .
E, " * Gleich .
both : bintree, bintree 2 urneue erchungen
— bintree Notationen: use, include (protected)
O, < <=r «Zr E DAL o) «Fr < Er <Er E DAL
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Initiale Semantik Initiale Semantik
Strukturierungsmechanismen Strukturierungsmechanismen
Kombination Beispiel
Beispiel 7.9.
L . ) o ) a) Schrittweiser Entwurf der ganzen Zahlen
Definition 7.8. Sei spec; = (sigy, E1), mit sigy = (51, F1, ™) Signatur Semantik
und sig, = [S2, F2, 2] Tripel, E; Gleichungsmenge. spec  INT1
comb = spec; + (sigy, E») heiBt Kombination sorts int Tinr1 = (N, 0, sucy)
gdw ops 0:—int
spec = ((51 U S,), (F1 U F), (11 Um)), Ey U Ey) eine Spezifikation ist. suc :int — int
Insbesondere ist ((S1 U S2), (F1 U F), (11 UT2)) eine Signatur und E; N N
enthalt ,,syntaktisch korrekte” Gleichungen.
spec INT2
Die Semantik von comb:  Tcomp := Tspec use  INT1 Tint2 = (Z, 0, sucz, pred,)
ops pred:int — int
eqns  pred(suc(x)) = x
suc(pred(x)) = x
=] =y = = = A [m] F = = = Hax
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Strukturierungsmechanismen Strukturierungsmechanismen

/]|

Beispiel (Forts.) Probleme mit der Kombination

Frage: Stimmt der INT1-Anteil von Tiy2 mit TiyT1 Uberein?? Sei

Implementiert INT2 INT1? comb = spec; + (sig, E)

(TinT2)[INT1 = TinT1 (T°°mb.)|5p.ec} istspec; Algebra
Topec, ist initiale spec; Algebra
(Z,0,sucg, pred; ) [INT1
I

3! Homomorphismus h : Tspec, — ( Tcomb)|spec,
(z,0,sucz) % (N, 0, sucy)

Eigenschaften von
Vorsicht: Nicht immer erfasst man das richtige! h: nicht injektiv / nicht surjektiv / bijektiv.

Hier wurden neue Daten von der Sorte int eingefihrt. z.B. (TeinTREE2)|NAT = TnAT.

o) Fr «Zr < EZr I DHAC e ———
. _______________________________________________________________________________________________________________|
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Strukturierungsmechanismen Strukturierungsmechanismen
Beispiel (Forts.) Erweiterung und Anreicherung
Definition 7.10.
b) spec NAT2 . L . L .
) uF;e NAT a) Eine Kombination comb = spec; + (sig, E) ist eine Erweiterung gdw
eqns SUC(SUC(X)) =X (Tcomb)‘spec1 = Tspeq
(Tnat2)Inat = (N mod 2)|yat = N mod 2 2 N = Tyar b) Eine Erweiterung heiBt Anreicherung, wenn sig keine neuen Sorten
enthalt, d. h. sig = [&, F2, )
Problem: Hinzufiigen neuer bzw. Identifizieren alter Elemente. » hinreichende Bedingungen die garantieren, dass eine Kombination
eine Erweiterung ist?
Or <> <Zr «Tr E HAC T —————
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Initiale Semantik Initiale Semantik

0000000000000 00000000000000e0000000000OOOOOOOOOOOOOO00 0000000000000 00000000000000008000000000000000000000000

Strukturierungsmechanismen Strukturierungsmechanismen
/]| L]

Parametrisierung Beispiel (Forts.)

eqns concat(s,empty) = s
concat(empty, s) =s
concat(concat(sy, s;), 53) = concat(s;, concat(sz, s3))
ladd(e, s) = concat(unit(e), s)

D. h. Formal=(sigg, EF), Body=(sigg, Eg), wobei radd(s, e) = concat(s, unit(e))

sigr € sigp EF C Ep. Parameteriibergabe: ELEM — NAT

Notation: Body[Formal]

Definition 7.11. Eine parametrisierte Spezifikation
Parameter=(Formal, Body) besteht aus zwei Spezifikationen: Formal und
Body mit Formal C Bodly.

STRING[ELEM] — STRING|NAT]
Syntaktisch: Body = Formal +(sig’, E') Kombination

Zuordnung: formale Parameter — aktuelle Parameter
Beachte: Es wird i.A. nicht verlangt, dass Formal oder Body[Formal]
eine initiale Semantik besitzen. Es miissen in der Regel keine Grundterme
der Sorten in Formal existieren. Erst wenn eine konkrete Spezifikation
“eingesetzt” wird muss dies verlangt werden.

SF — Sa
Op — Opa

Zuordnung der Sorten und Funktionen, Semantik?

D) <F> (Er (2> E _HAQ e
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Initiale Semantik Initiale Semantik

0000000000000 000000000000000e0V00000000O0000O0O00O00000 0000000000000 00000000000000000®00000000000000000000000

Strukturierungsmechanismen Signaturmorphismen - Parameteriibergabe

Definition 7.13.

Beispiel 7.12. spec ELEM (Tspec)elem = @
sorts  elem a) Seien sig; = (S;, Fi,77) i = 1,2 Signaturen. Ein Paar o = (g, h) mit
ops  next:elem — elem g : 51 — S, h: Fi — F, von Funktionen ist Signaturmorphismus,
falls fir alle f € F;
spec  STRING[ELEM] (Tspec)string = {[empty]} T2 (hf) = g(mif)
;Jths Etl;lizl (g fortgesetzt auf g : S} — S5).
ops  empty :— string im Bsp. g : elem — nat h :: next — suc
unit : elem — string oder o : siggooL — SignaT Mit
concat : string, string — string g bool—nat h: not— suc
ladd : elem, string — string h: true—0 and — plus
radd : string, elem — string false — 0 or — times
=y = D QC =} = = = = DA
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe

Signaturmorphismen - Parameteriibergabe

b) spec = Body[Formal] Parameterspezifikation
Eine Parameteriibergabe ist ein Signaturmorphismus
o : sig(Formal) — sig(Actual) wobei Actual eine Spezifikation ist:
Die aktuelle Parameterspezifikation.

(Actual, o) definiert eine Spezifikation VALUE durch folgende

Anderungen von Body:

1) Ersetze Formal durch Actual: Body[Actual].

2) Ersetze in op: s ...s, — sp € Body, das nicht in Formal auftritt
jedes s;, s; € Formal durch o(s;).

3) Ersetze in jeder Gleichung L = R aus Body, die nicht in Formal ist,
jedes op € Formal durch o(op).

4) Fasse jede Variable einer Sorte s mit s € Formal als Variable der
Sorte o(s) auf.

5) Vermeide Namenskonflikte zwischen Actual und Body/Formal.

=] = =
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe

Signaturmorphismen (Forts.)

Definition 7.14. Sei o : sig’ — sig Signaturmorphismus.

Dann ist fiir jede sig-Algebra 2, 2|, eine sig'-Algebra, wobei fiir

sig = (S',F', ")

(Alo)s = Ass) s € S" und fy), = o(f)a f € F'.
A|, heiBt VergiBbild von 2 entlang o
(Spezialfall: sig’ C sig:—) |sig
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe

Parameteriibergabe

Bezeichnung:
Value = Body[Actual, o]

Man erhalt somit fiir o : sig(Formal) — sig(Actual) einen
Signaturmorphismus
o' : sig(Body[Formal]) — sig(Body[Actual, o]

Formal ——— Body

!

o X x ¢ Formal

o (x) = {a(x) x € Formal

|
|
[y
|
|

¥
Actual —— Value

x' ist dabei eine Umbenennung, wenn Konflikte.

Signaturmorphismen - Parameteriibergabe

Beispiel

Beispiel 7.15. 2 = Tyar (Mit 0, suc, plus, times)
sig’ = sig(BOOL) sig = sig(NAT)
o : sig — sig wie oben definiert.

((TnaT)lsig)bool = (TNAT)o(bool) = ( TNAT )nat

= {[0], [suc(0)], ...}

U(true) Tnar — [0]
U(false) Tnat — [0]
U(nOt) Tnar — SUCTyr
o(and) 1y, = plust,,.
J(or)TNAT = timesTy,,

true(Tyar)| o

false( Tnat)le =
NOY(Tyar)l
and( Tnat)|o
O Tyat)lo =
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Initiale Semantik

0000000000000 0000000000000000O00000000e0000000000000000

VergiBbilder fiir Homomorphismen

Definition 7.16. Ist o : sig’ — sig Signaturmorphismus, 2,5
sig-Algebren und h : A — B sig-Homomorphismus, dann ist

Signaturmorphismen - Parameteriibergabe

Parameterspezifikation

ALG(Formal) « inct ALG(Body)
o ) Formal ——— Body
hls == {ho(s) | s € S'}, wobei sig’ = (S',F',7'), ein inc
sig' -Homomorphismus:
|g g 0'/ |g/
(h|a')s = ha’(s) : Aa(s) - Bo’(s)
n I
(Al)s — (Blo)s Actual m» Value
hl, heiBt VergiBbild von h entlang o ALG(Actual) ~——— ALG(Value)
RERE-, =, <=, I 9Dal o <5 =, <=, = ©al
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Initiale Semantik Initiale Semantik
0000000000000 00000000000000000000000e00000000000000000 0000000000000 0000000000000000000000000e000000000000000
Signaturmorphismen - Parameteriibergabe Signaturmorphismen - Parameteriibergabe
VergiBbilder Parameterspezifikation
Eigenschaften von h VergiBbild von h entlang o . . .
& o ( Vere g ) o :sig’ — sig, A, B, sig-Algebren.
h: A — B, sig-Homomorphismus.
., o . o’ o hlo = {hois) | s € S}, sig/ = (S, F',7') = mit
S8 S8 S8 hl, : Al — B|, VergiBbild von h entlang o.
o oo
.y |0 . |o" 7 . g . OJ 7
ALG(sig") <— ALG(sig) <— ALG(sig") sig — sig ——  sig
wooow wooow AIg(sig’)<|L Alg(sig) <L;’A|g(sig”)
hle
A, 2w,  als :
|(a’oa)
Vertraglichkeit mit ldentitdt, Komposition und Homomorphismen.
[m] =) = = A =] = = = DA
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Signaturmorphismen - Parameteriibergabe
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Semantik der Parameteriibergabe

Parameterspezifikation Semantik Paraiibergabe (Tactual)|o > ( TBody[Actual,o])|o”

Actual ——— Body[Actual, o]

init-Sem. init-Sem.
Al, L A

TBody[ActuaI,a]

hlo h

Vergissbild
B|, L B

( TBody[ActuaI,o] ) inci

: _©Dac s ., = =, = Hao
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Initiale Semantik Initiale Semantik
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Semantik der Parameteriibergabe Semantik der Parameteriibergabe
Semantik der Parameteriibergabe (nur Signatur) Abbildung zwischen init Algebren

L . . . T . |inc| T
Definition 7.17. Sei Body[Formal] Parameterspezifikation. ((Tvatue) |, ) oma (Tvalue)y,,,
o : Formal — Actual Signaturmorphismus.

Semantik der Parameteriibergabe [Actual, o). o (h\) (Tactual)), 7 € Alg(Formal) o
init) | o
Zuordnung: o : Formal — Actual Formal ——— Body
| inc
initiale Semantik von Value. D. h. ’
- o o
TBody[Actual,o]
Betrachte: S ::( Tactual; @) — Tgody[Actual,o] Actual — ; Value
inc
Abbildung zwischen init Algebren. Kann aufgefasst werden als Zuordnung " Thctual
. Hini
zwischen Formal Algebren — Body-Algebren. t
(Tvalue) |aceunt TValue
incl’
S = o or <3 = =, = 9Hac
. _______________________________________________________________________________________________________________|
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Initiale Semantik
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Semantik der Parameteriibergabe

Abbildung zwischen init Algebren Parameteriibergabe (Actual, o)

Formal elem — nat
sorts  elem o, Actual VergiBbilder: |, : Alg(sig) — Alg(sig’)
sorts nat
ops a,b:— elem a—0 ops 0.1 :— nat . L .
eqns a=>b b—1 P i A, fir o : sig’ — sig
2 = Tactal Anat = {0,1} h:2A — B sig-Homomorphismus
A|, € Alg(sig Formal) (Al,)elem = {0,1}
hly: Ao — By
ala, =0#1=bly, - .
sig’'-Homomorphismus
Gleichung von Formal nicht erfilllt! D. h. |, & Alg(Formal).
o), <Er <Er E DAL oo 5 =, = Hao
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Initiale Semantik Initiale Semantik
Semantik der Parameteriibergabe Semantik der Parameteriibergabe
Parameteriibergabe (Actual, o) Parameteriibergabe (Actual, o)
Body[Formal]
incl
o : sig(Formal) — sig(Actual) ((Tvalue) |, ) lromar e (Tvalue)|,,
Signatur Morphismus
o ( '\) (Tactual)|, € Alg(Formal) |
Hinit) |
Formal —— Body
incl |o
o o’ (mit Umbenennung
( ) 1/ TActuaI
Hinit
Actual —— Value = Body[Formal, o
incl [ ] (Tvalue) |pcuon Tvalue
|inc|’
Vor: sig(Actual) und sig(Value) strikt.
g( ) g(Value) Probleme: 1) (Tacwal)lo & Alg(Formal),  2) hinit keine Bijektion.
[=] =) = = A =] =) = = (25N
. _______________________________________________________________________________________________________________|
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Initiale Semantik Initiale Semantik

0000000000000 000000000000000OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOe000000 0000000000000 0000000000000000OO00000O000000000000e0000
Spezifikationsmorphismus Spezifikationsmorphismus

. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
Spezifikationsmorphismus Beispiel

Definition 7.18. Seien spec’ = (sig, E'), spec = (sig, E) (allg.) Beispiel 7.19

Spezifikationen.
Ein Signaturmorphismus o : sig’ — sig heiBt Spezifikationsmorphismus, spec ELEMENT
falls fiir alle s = t € E' gilt o(s) = o(t) € Th(E). use  BOOL
. sorts elem
Schreibe: 7 : spec’ — spec Formal :: ¢ ops . < .:elem,elem — bool
Fakt: Fiir A € Alg(spec) gilt 2|, € Alg(spec) eqns  x < x = true
D. h. | : Alg(spec) — Alg(spec’)! imp(x <y andy <z x < z)=true
x<yory<x=true

Oft verlangt man ,nur” o(s) = o(t) € ITh(E).!

o) Fr «Zr < EZr I DHAC e ———
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Initiale Semantik Initiale Semantik
0000000000000 00000000000000000000000000000000000e00000 0000000000000 0000000000000000000000000000000000000e000
Spezifikationsmorphismus Spezifikationsmorphismus
Semantisch korrekte Parameteriibergabe Beispiel (Forts.)

Eine Parameteriibergabe fiir Body[Formal] ist ein Paar (Actual,o): Actual
Spezifikation und o : Formal — Actual Spezifikationsmorphismus. spec  LIST[ELEMENT]
use ELEMENT
(Thctuat)|o € Alg(Formal) sorts list
- verlange auch hj,i; Bijektion. ops  nil:— I'SJ_E .
- . - L . . elem, list — list
Syntaktische Einschrankungen die dies garantieren. : ’ ’ .
insert : elem, list — list
Spezifikationssprachen case : bool, list, list — list
. . . sorted : list — bool
CLEAR, Act-one, -Cip-C, Affirm, ASL, Aspik, OBJ, ASF, «: neuere
Sprachen: - Spectrum, - Troll, -Maude
CRERE-) - =, = 9ac CRERE=) = =, T 9ac
. _______________________________________________________________________________________________________________| _________________________________________________________________________________________________________________|
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Initiale Semantik
0000000000000 00000000000000000000000000000000000000e00

Initiale Semantik
0000000000000 0000000000000000000000000000000000000000e

Spezifikationsmorphismus

Beispiel (Forts.)

eqns case(true, i, h) = h

case(false, h, h) = h

insert(x, nil) = x.nil
insert(x, y./) = case(x < y,insert(x,insert(y,/)), insert(y, insert(x, /)))

sorted(nil) = true
sorted(x.nil) = true
sorted(x.y./) = if x < y thensorted(y, /) else false

Eigenschaft: sorted(insert(x, /)) = true

Prof. Dr. K. M : Formale kations- und Verifikati

: Einleitung 253

Initiale Semantik
0000000000000 000000000000000000000000000000000000000e0

Spezifikationsmorphismus

Beispiel (Forts.)

ACTUAL = NAT
o: bool — nat

true — suc(0)

elem — nat
nicht erlaubt

false — 0 _
not — suc kein Spezifikationsmorphismus
or — plus not(false) = true

and — times not(true) = false gilt nicht!.

<
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Reduktionssysteme
©00000000000000000000000000000

Termersetzungssysteme
000000000000000000000000000000000

Spezifikationsmorphismus

Beispiel (Forts)

ACTUAL = BOOL

o : elem — bool, bool — bool
. <. —impl

Die Gleichungen von ELEMENT sind in Th(BOOL)

~ Spezifikationsmorphismus

Prof. Dr. K. M : Formale S ions- und Veri
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Abstrakte Reduktionssysteme

Abstrakte Reduktionssysteme: Begriffswelt

Definition 8.1. (U,—)U # @, — Binérrelation heiBt
Reduktionssystem.

> Begriffe:

» x € U reduzibel gdw dy : x — y
irreduzibel

> x y reflexiv, transitive Hiille, x X y transitive Hiille, x PN y
reflexive, symmetrische, transitive Hiille. (Analog x 4 y...)

» x ——y, y irreduzibel, so y Normalform fiir x.

» A(x) ={y | x — y} unmittelbare Nachfolger.

» AT(x) echte Nachfolger, A*(x) Nachfolger.

Prof. Dr. K. Madlener: Formale S ions- und Verifikati
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Reduktionssysteme
0800000000000 00000000000000000
Abstrakte Reduktionssysteme

Termersetzungssysteme

Reduktionssysteme
000000000000 0000O00000000000000000

0000000000000 00000000O0O00O0000O

Prinzip der noetherschen Induktion

Termersetzungssysteme
000000000000000000000000000000000

Begriffswelt Prinzip der noetherschen Induktion

> A(x) =max{i |3y : x 4 y} Ableitungskomplexitat. A : U — Ny, L ) o

o B ) . Definition 8.2. — Relation auf U, P Pradikat auf U.
> — noe.thersch (terminierend, erfullt Kett.enbedlngung), falls es keine P ist —-vollstindig, falls
unendliche Kette x; — xo — x3 — - -+ gibt.
> — beschrankt, falls A U — N. Vx[(vy € AT(x) : P(y)) D P(x)]
» — kreisfrei, m3x € U : x Hx
) / S PNI: Prinzip der noetherschen Induktion:
» — lokal endlich x z .d.h A(x) endlich fiir alle x. Ist — noethersch und ist P —-vollstandig, so gilt P(x) fiir alle x € U.
C) Fr Ty Tr = _HAC ) Fr =y 2 = DX
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Reduktionssysteme Termersetzungssysteme Reduktionssysteme
0000000000000 00000000000000000 Q0000000000000 0000000000000000000 O000@0000000000000000000000000
Abstrakte Reduktionssysteme Prinzip der noetherschen Induktion

Termersetzungssysteme
000000000000000000000000000000000

Begriffswelt Anwendungen
Lemma 8.3. — noethersch, so hat jedes x € U mindestens eine NF.
Einfache Zusammenhange: (weitere Anwendungen Lemma von Kénig)
» — kreisfrei, so —— Partialordnung. Definition 8.4. Zentrale Eigenschaften: (U, —)

» — noethersch, so — kreisfrei. » — konfluent gdw PR LN G P

» — beschrankt, so — noethersch.

» — Church-Rosser gdw «——C— o «—
aber nicht umgekehrt! » — lokal-konfluent gdw «— o —C—— 0 «—
> — C =+>,=> noethersch, so — noethersch.

« <1
— streng-konfluent gdw +— o —C— 0 «——

» Abkirzung: zusammenfiihrbar | :

l:LO(L

=] =) = = = A =] = = = (2N
/]|

L]
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Reduktionssysteme

Termersetzungssysteme
00000@000000000000000000000000

0O00000000000000O0O0O0O00O0OO0OO0OO00000

Reduktionssysteme

Termersetzungssysteme
000000080000000000000000000000

Wichtige Zusammenhinge

0000000000000 O0O00O00000000000000000
Wichtige Zusammenhinge

Wichtige Zusammenhange

Lemma 8.5. — konfluent gdw — Church-Rosser.

Satz 8.6. (Newmann Lemma) Sei — noethersch, dann
— konfluent gdw — lokal konfluent.

Folgerung 8.7.
a) — konfluent und x «— y.

i) Ist y irreduzibel, so x —— y.
Insbesondere, wenn x,y irreduzibel, so x = y.
i) x <=y gdw A*(x) NA*(y) # @.
iii) Hat x eine NF, so ist sie eindeutig.
iv) Ist — noethersch, so hat jedes x € U genau eine NF:
Schreibweise x |

b) (U,—) hat jedes x € U genau eine NF, so ist — konfluent, i. Allg.
nicht noethersch.

Terminierung und Konfluenz

Hinreichende Bedingungen/Techniken

Lemma 8.9. (U,—), (M,>), = WF Partialordnung. Gibt es ¢ : U — M
mit ¢(x) = ¢(y), falls x — y, so ist — noethersch.
Beispiel 8.10. Oft (N, >), (X*,>)

w € X*, |w| Linge, |w|, a-Ldnge a € X.
WF-Partialordnungen auf *

> x>y gdw |x| > |y

> x>y gdw |x[5 > [yl
> x>y gdw [x| > [y

X|:|y|/\x>‘lexy

’

Beachte reine Lex-Ordnung nicht noethersch.

O, < < Er «Zr E DAL o) «Fr < Er <Er E DAL
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Reduktionssysteme Termersetzungssysteme Reduktionssysteme Termersetzungssysteme
000000@00000000000000000000000 000000000000000000000000000000000 0000000080000 00000000000000000 0000000000000 00000000000000000000
Wichtige Zusammenhange Hinreichende Bedingung fiir Konfluenz
Konvergente Reduktionssysteme Hinreichende Bedingung fiir Konfluenz

Terminierung: Konfluenz gdw lokale Konfluenz
Ohne Terminierung gilt dies nicht!
Definition 8.8. (U, —) konvergent gdw — noethersch und konfluent.
- .
. . *
Wichtig da: x «—— y gdw x |=y | L e, o L
— effektiv so Entscheidungsverfahren fiir WP: g
. . * * “w
Fiir Programmierung: x — x |, f(t1,...,t,) — ,Wert //(' \
° Y ° Y Y 0 @ o
i. Allg. Unentscheidbare Eigenschaften \ l/
[ ]
Or <> <Zr «2r» E HAC T
. _______________________________________________________________________________________________________________|
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Reduktionssysteme

Termersetzungssysteme
000000000e00000000000000000000

0O00000000000000O0O0O0O00O0OO0OO0OO00000
Hinreichende Bedingung fiir Konfluenz

Reduktionssysteme

Termersetzungssysteme
000000000008000000000000000000

0000000000000 O0O00O00000000000000000

Abschwachung der Terminierung

Satz 8.11. — st konfluent gdw fiir alle u € U gilt: aus u — x und
u-y folgt x | y.

> einseitige Lokalisierung der Konfluenz <
Satz 8.12. Ist — streng konfluent, so ist — konfluent.

e

o—©0

Hinreichende Bedingung fiir Konfluenz

Zusammenhang von Relationen

Lemma 8.14. Sei — = —;U —»

(1) Kommutieren —1 und — lokal, und ist — Noethersch, so
kommutieren —1 und —».

(2) Sind —1 und —; konfluent und kommutieren, so ist auch —
konfluent.

Problem: Nicht -Orientierbarkeit:

(a) x+0=x, x+s(y)=s(x+y)
b)x+ty=y+x, (x+y)+tz=x+(y+2)
> Problem: permutative Regeln (b) <

o < =, <=, = ©ax o =, «=» = DAl
Prof. Dr. K. : Formale ions- und Verifikati Einleitung 265 Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken: Einleitung 267
Reduktionssysteme Termersetzungssysteme Reduktionssysteme Termersetzungssysteme
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Hinreichende Bedingung fiir Konfluenz Hinreichende Bedingung fiir Konfluenz
Zusammenhang von Relationen Nicht-Orientierbarkeit

Definition 8.13. Zwei Relationen —1, —, auf U kommutieren, falls gilt
1<*— o) —*>2 g H*2 o) 1<*—.
Sie kommutieren lokal falls gilt 1«— o —5 C 55 0 1. Definition 8.15. (U, —,H) mit — Relation, H symmetrische Relation.
* *
SeiH = «UH, ~ = H, = = |4,
—. = ~o—on~, |, = Hon~o .
[ [ ] [ ] o Gilt x |~ y, dann heiBen x,y € U zusammenfiihrbar modulo ~.
2 2
| | — heiBt Church-Rosser modulo ~: gdw =~ C |
x ! x ! x
‘ ‘ — heiBt lokal konfluent modulo ~: gdw <o — C |
1 ly 1 v
— heiBt lokal kohdrent modulo ~: gdw «—otH C |
®---- - =0 ® - =0
X 2 X o2
kommutierend lokal kommutierend
o> <5 =, <) = DAl CRRE=, =, <) = DAl
e
Prof. Dr. K. Madl : Formale S ifikations- und Verifil ken: Einleitung 266 Prof. Dr. K. Madl : Formale S ifi hnik

ions- und Verifikati

: Einleitung



Reduktionssysteme
0000000000000 e0000000000000000

Termersetzungssysteme
000000000000000000000000000000000

Reduktionssysteme
0000000000000 00e00000000000000

Termersetzungssysteme
000000000000000000000000000000000

Hinreichende Bedingung fiir Konfluenz

Nicht-Orientierbarkeit- Reduktion Modulo H

Satz 8.16. Sei —. terminierend. Dann ist — genau dann Church-Rosser
modulo ~, wenn ~ lokal konfluent modulo ~ und lokal kohdrent modulo
~ ist.

Aquivalenzrelationen und Reduktionsrelationen

Darstellung von Aquivalenzrelationen durch konvergente
Reduktionsrelationen

Erlaubte Operationen im i-ten Schritt:

(1) u =1 v, falls u > v und v H; v

(2) uH;41 v, falls u = w —; v

(3) verkleinere uH; v zu uH;y1 w, falls v —; w

Ziel: Grenzsystem
— = 55 = U{—iieN}tmitH, =0

Also:
- — 5 € >, d. h. noethersch
- %)* =~V

- — konvergent !

= DA o =3 = = = DAl
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Aquivalenzrelationen und Reduktionsrelationen Aquivalenzrelationen und Reduktionsrelationen
Darstellung von Aquivalenzrelationen durch konvergente Graphische Darstellung einer Aquivalenzrelation
Reduktionsrelationen
Situation: gegeben: (U,H) , gesucht: (U, —) mit e ® ¢ ¢
(i) — konvergent bzgl. Noetherscher PO > auf U und / \ /‘\ ‘ ‘
- . * o o e o o ° °
(i) = ~mit~ = H ‘ ‘ N
Idee: Approximation von — durch Transformationen ° ° ° i
(H,0) = (Ho, —o) F (H1, —=1) F (H2, —2) F ... ‘ ‘ °
Invariante im i-ten Schritt: ° °
(I) ~ = (H, @] <—>,')* und /
(i) = C > :
Ziel: H;= () fiir ein i und —; konvergent.
. - _ . e o ) = = = ©Dax
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Reduktionssysteme
00000000000000000e000000000000

Termersetzungssysteme
000000000000000000000000000000000

Reduktionssysteme
0000000000000 000000e0000000000

Termersetzungssysteme
000000000000000000000000000000000

Aquivalenzrelationen und Reduktionsrelationen

Transformation einer Aquivalenzrelation

Aquivalenzrelationen und Reduktionsrelationen

Inferenzsystem (Fort.)

(4) Identititen entfernen

oo oo ° ° (HWuHu},—)
| o | (F,—)
v v
° ° ° o ° °
AN N N (H,—) Fp (H, =) falls (H, —) mit P in einem Schritt in (H', =)
) Y . ° ST
VL b, uberfiihrt werden kann.
° 'y ° . o o )
F% Uberfiihrungsrelation in endlich vielen Schritten.
(@) (b) ©
Eine Folge ((H;, —/))ien heiBt P-Ableitung, falls
(H;,—n) l_'p (Hi+17 —>,'+1) fir alle i € N.
o) Fr «Zr <EZr I DHAC e ———
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Reduktionssysteme Termersetzungssysteme Reduktionssysteme Termersetzungssysteme
Aquivalenzrelationen und Reduktionsrelationen Transformation mit dem Inferenzsystem
Inferenzsystem zur Transformation einer Aquivalenzrelation Transformation mit dem Inferenzsystem
[ [ [ [ ]
Definition 8.17. Sei > eine Noethersche PO auf U. Das Inferenzsystem / \ / \ / \
‘P besteht aus folgenden Regeln: 4 !
[ e o - [ ] [ [ ] [
(1) Orientieren ’
(Hu{uH v}, —) ; .
(M= 0o = v}) falls u > v e o o ° ‘o ° ‘e
(2) Neue Konsequenz einfiihren ‘ ‘ ‘ ‘ l l l l
(H. —) ° ° o ° ° ° ° °
(F0{uH v, =) falls u—o—v / ; \ / \ /
(3) Simplifizieren ’ K
[ J [ J [ J [ ]
(HUfu H v, =) falls v — w
HU{uHw},—)
(a) (b) (c) (d)
Or <@ = = = vao ERE=, = =, = DAl
. _______________________________________________________________________________________________________________|
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Reduktionssysteme
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Termersetzungssysteme
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Reduktionssysteme
0000000000000 0000000000e000000

Termersetzungssysteme
000000000000000000000000000000000

Transformation mit dem Inferenzsystem

Eigenschaften des Inferenzsystems

Lemma 8.18. Sei (H,—) Fp (H', =)
(a) Ist = C >, sogilt auch —»' C >
(b) Esgilt (HU <)* = (H U ')

Problem: Wann liefert P konvergente Reduktionsrelation — ?

Idee: Definiere Ordnung >p auf Aquivalenz-Beweisen, und zeige, daB das
Inferenzsystem P Beweise bzgl. >p verkleinert! Dabei sollten —— o «—
Beweise in der Ordnung minimal sein.

Transformation mit dem Inferenzsystem

Beweisordnungen

Beachte: Sind Py(u, v), P2(v, w) und P3(w, z) Beweise, so ist auch
P(u,z) = P1(u, v)P2(v, w)P3(w, z) ein Beweis.

Definition 8.20. Eine Beweisordnung >g ist eine PO auf der Menge der
Beweise, die monoton ist, d.h. P >g Q fiir jeden Teilbeweis, und aus
P >p Q folgt PLPP, >g P1QP;.

Lemma 8.21. Sei > Noethersche PO auf U und (H, —), dann existieren
Noethersche Beweisordnungen.

Beweis: Uber Multimengenordnungen.

o S = =) E ©HaQ o = =, = 9HaQ
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Transformation mit dem Inferenzsystem Transformation mit dem Inferenzsystem
Eigenschaften des Inferenzsystems Multimengenordnung
Definition 8.19. Sei (H, —) gegeben und > eine Noethersche PO auf
U. Sei weiter (HU <) = ~.
Ein Beweis fiir u ~ v ist eine Folge ug *1 uy *3 - - - %, u, mit | ) Multi q
s € lH, =}, u € U, up=u, up= v und fiir alle i gilt u; %41 Uj+1. nstrumentarium: Multimengenordnungen
P(u) = u ist Beweis fiir u ~ u. Objekte: U, Mult(U) Multimengen tber U
Ein Beweis der Form u = z & v heiBt V-Beweis. . .
A€ Mult(U) :gdw A: U — N mit {u | A(v) > 0} endlich
a b e Operationen: U. N
° ° ° perationen: U, N,
l / l (AU B)(u) := A(u) + B(u)
(AN B)(u) := min{A(u), B(u)}
oH— @ .
C d (A — B)(u) := max{0, A(v) — B(u)}
Beweise fiir a ~ e:
Pi(a,e) = aHb—cHd«—e
Py(a,e) = aHb—c«—e
- _ . - BT, = =, = DAl
.
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Reduktionssysteme
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Transformation mit dem Inferenzsystem

Multimengenordnung

Definition 8.22. Erweiterung von (U,>) zu (Mult(U),>)
A> B :gdw es gibt X, Y € Mult(U) mit ) # X C A und
B=(A-X)UY,sodaBVyeY IxeX x>y

Eigenschaften:

(1) > PO ~ > PO

(2) {m} > {mo} gdw my > m,

(3) > total ~~ > total
(4)A>B~AUC>BUC

(5) > Noethersch gdw >> Noethersch

Konstruktion der Beweisordnung

Konstruktion der Beweisordnung

Es gilt: >p ist Noethersche Beweisordnung!

Welche Beweisschritte sind groB bzw. klein

Betrachte dazu:
@ Pi=x—u—y Po=xHy
c(Pr) = {{u}, {u}} >> {{x, y}} = c(P2)

> P1 >p P2
analog

by A=xHy Po=x—y
(c)Pr=uHv, Pb=uHw v
(d)Pr=vHv, Pb=u—w—v

) Fr =r (T, I HAC SRERE-) =, = Dac
. _______________________________________________________________________________________________________________|
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Konstruktion der Beweisordnung Konstruktion der Beweisordnung
Konstruktion der Beweisordnung Faire Ableitungen in P
Definition 8.23. Sei (H;, —/)ien eine P-Ableitung. Setze
Ordne jedem ,atomaren” Beweis eine Komplexitat zu
oo oo __
{u} falls u — v H= Uiz Mz Hi und == Ujso —i-
c(uxv)=<{v} falls u — v
{u,v} falls uHv Die P-Ableitung heiBt fair, falls gilt
oo __
Erweitere diese Komplexitat auf ,zusammengesetzte” Beweise durch (1) H>*= 0 und o .
(2) Ist x *°— u —> y, dann existiert k € N mit x Hy y.
c(P(u))=10 . . . .
c(P(u,v)) = {c(ui %41 tip1) | i=0,...n—1} Lemma 8.24. Sei (H;, —/)ien eine faire P-Ableitung
beachte: c(P(u,v)) € Mult(Mult(U)) (a) Zu jedem Beweis P in (H;,—;) gibt es einen dquivalenten Beweis P’
. . in (Hi+1,—>,'+1) mit P >p P'.
Definiere Ordnung auf Beweisen durch
P>p Q:gdw c(P) > ¢(Q) (b) Sei i € N und P Beweis in (H;, —;), der kein V-Beweis ist. Dann
existiert ein j > i und einen zu P dquivalenten Beweis P in (H;, —;) mit
P>p P
=] =) = = X =] = = = DA
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Konstruktion der Beweisordnung

Hauptergebniss

Satz 8.25. Sei (H;, —/)ien eine faire P-Ableitung und — = —

(a) Gilt u ~ v, so existiert ein i € N mit u ;0 ;<& v

. . *
(b) — ist konvergent, und es gilt & = ~
[ ] [ ] [ ] [ ] [ [ ]
[ ] [ ] [ ] [ e 0
\ / \ /-
[ [
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Grundlagen

Termersetzungssysteme

Definition 9.1. Regeln, Regelmengen, Reduktionsrelation

» Mengen von Variablen: Fiir t € Terms(F, V) sei V(t) die Menge der
Variablen in t (Rek. Definition, immer endlich)
Beachte: V(t) = () gdw t ist Grundterm.
» Eine Regel ist ein Paar (I,r),l,r € Terms(F,V)(s € S) mit
Var(r) C Var(/)
Schreibe: I — r
» Ein Regelsystem R ist eine Menge von Regeln.
R definiert eine Reduktionsrelation —g auf Term(F, V') durch:

gdw 3/ — r € R,p € O(t1),0 Substitution :
tilp =o(l) At = ta[o(r)],
> (Term(F,V),—Rr) sei das von R definierte Reduktionssystem
(Termersetzungssystem).

i —=r b
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Grundlagen

Termersetzungssysteme

Ziel: Operationalisierung von Spezifikationen und Implementierung
funktionaler Programmiersprachen

spec = (sig, E) Wann ist Tspec berechenbare Algebra?

(Tspec)s = {[t] : t € Term(sig)s}

Tspec ist berechenbare Algebra wenn es eine berechenbare Funktion
rep : Term(sig) — Term(sig) gibt, mit rep(t) € [t] eindeutiger
Reprisentant in seiner Aquivalenzklasse.

Paradigma: Wahle als Reprasentanten minimale Objekte in der
Aquivalenzklasse beziiglich einer Ordnung.

F(x1, e, %n) t ((Tspec)sy X - Tspec)sy) = (Tspec)s
f([n]s - [ra]) := [rep(f(rep(r1), ..., (rep(ra))]

/]|
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Grundlagen

Termersetzungssysteme

Ziel: Transformiere E in R, so dass =g=«—g gilt und — gutartige
Terminierungs- und Konfluenzeigenschaften hat.

Etwa konvergent oder konfluent. Oft geniigt es wenn diese Eigenschaften
“nur” auf der Menge der Grundterme gelten.

Beachte:

» Die Bedingung V/(r) C V(/) in Regel | — r ist notwendig fiir die
Terminierung.
Gilt weder V(r) C V(/) noch V(I) C V(r) in einer Gleichung | = r
einer Spezifikation, so hat man wohl lberflissige Variablen bei der
Funktionsdefinition verwendet.

> — g ist vertraglich mit der Substitution und der Termersetzung. D.h.
Aus s — t folgt, o(s) —r o(t) und u[s], —r ult]p

*
» Insbesondere =gp=«—p¢
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Grundlagen

Matching oder Treffende Substitution

Definition 9.2. Seien I,t € Terms(F, V). Eine Substitution o heiBt
Match (treffende Substitution) von | auf t, falls o(/) =t
Folgerung 9.3. Es gilt:

> V o Substitution O(I) C O(o(/)).

> Jdo:o(l) =t gdw es gilt fir o definiert durch
YuO():lly=xeV~ueO(t)No(x)=t|,
o ist Substitution A\ o(l) = t.

> Gibt es eine solche Substitution, so ist sie eindeutig auf V/(I).
Existenz und gegebenfalls Berechnung sind effektiv.

» Es st entscheidbar ob t mit Regel | — r reduzierbar.
> Ist R endlich, so A(s) = {t:s —g t} endlich un berechenbar.
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Grundlagen
_________________________________________________________________________________________________________________|

Beispiel (Fort.)

Reduktionsfolge:
F(s(0),0) —s if0(s(0), 0, F(p(s(0)), F(s(0),0)))
2 5

~a F(p(s(0)). F(s(0).0))

—, F(0, F(s(0),0))
—_———
5
—s if0(0,0, F(p(0), F(0, F(s(0),0)))) —3 0
~—~ N——
N—
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Grundlagen
/]|

Beispiele

Beispiel 9.4. Ganze Zahlen

sig: 0:— int
s,p:int — int

if0 : int, int, int — int
F :int,int — int

eqns:1::p(0)=0
2 p(s(x)) = x
3 ifO(
4 ::if0(s(z), x,y)
5: F(x,y) = if0(x, 0, F(p(x), F(x,y)))

Interpretation: (N, ..., ) spec- Algebra mit Funktionen
Oy=0,sy =An. n+1,

pn=An.if n=0 then 0 else n—1 fi

ifOny = Aiyj, k. if i=0 then jelse k fi
Fy=2Am,n. 0

Orientiere Gleichungen von links nach rechts ~» Regeln R
(Variablenbedingung ist erfiillt). Ist R terminierend? Nicht mit
syntaktischer Ordnung, da linke Seite in rechter Seite vorkommt.

Prof. Dr. K. Madl
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Grundlagen

Aquivalenz

Definition 9.5. Seien spec = (sig, E), spec’ = (sig, E') Spezifikationen.
Sie sind dquivalent falls =g==g:, d.h. Tepec = Tspec’-

Ein Regelsystem R iiber sig ist dquivalent zu E, falls =p=—p.

Beachte: Ist R endlich, konvegent, dquivalent zu E so ist die E
Gleichheit entscheidbar

s=gt gdw s |=t | d.h. identische NF

Fiir funktionale Programme und Berechnungen in T, genligt die
Grundkonvergenz, d.h. Konvergenz auf Grundtermen.
Probleme: Entscheide ob

» R noethersch (grundnoethersch)

> R konfluent (grundkonfluent)

» R Wie transformiert man E in dquivalentes R mit diesen
Eigenschaften?
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Grundlagen
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Reduktionssysteme
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Kritische Paare, Unifikation

Termersetzungssysteme
00000000080 0000000000000000000000

Entscheidbarkeitsfragen Subsumption, Unifikation

Fiir endliche Grundtermersetzungssysteme Definition 9.6. Subsumptionsordnung auf Terme:

sind die Probleme entscheidbar. s <t gdw o Substitution : 0’(5) Teilterm von t
sxtgdw (sXtAt=s)

s=tgdw (t=2sA—-(s=t))

t > ist noethersche Partialordnung auf Term(F, V') Beweis!.

Fiir terminierende Systeme geniigt es lokale Konfluenz zu entscheiden,
d.h.aus ty «— t — t, folgt t; | to.
t

ulv u<v Beachte:
O(a(t)) = O(t) UlUwneo(e):t),—xev{wv : v € O(a(x))}

u Vertraglichkeitseigenschaften:

A A eV O 2 el (v € Ot
e tl,=x¢ ~o(t)|yw =0(x)]y (ve o(x

s(l) 1) A o o(t)[o(t)], = o(t[t'],) fir u € O(t)

Zusammenfiihrbar Kritische Paare Definition 9.7. s,t € Term(F, V) sind gdw unifizierbar wenn es

Substitution o gibt mit o(s) = o(t). o heiBt Unifikator von s und t.

] = = =
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Kritische Paare Unifikation, Allgemeinster Unifikator

Betrachte Gruppenaxiome: L . o
Definition 9.8. Sei V' C V, o, 1 Substitutionen.

A (. e |
X y)z—=x"(y-2) und X x_—1L » o X7 (V') gdw 3Ip Substitution : pooly = 7|y

o h b Sprechweise: o ist allgemeiner als T auf V'
“Uberlappungen” (Superpositionen) ot (V) gdw o <7(V)AT < o(V)
(x-x71)-z (x-y) - (x-y)?! » o<1 (V)gdw 1=<0 (V)A=(c =27 (V)
Th N\ b N

1 1 » Beachte: < ist noethersche Partialordnung auf den Substitutionen.
1.z x-(x7t-z) 1 x-(y-(x-y)™ .

Frage: Seien s, t unifizierbar.
> /|1 ist “unifizierbar” mit h mit Substitution

> Gibt es einen allgemeinsten Unifikator mgu(s, t) auf
o X —x,y —x71

,x — x}~a(hl1) =o(h) V = Var(s) U Var(t).
» [, “unifizierbar” mit h mit Substitution D.h. fiir Unifikator o fiir s, t gilt stets mgu(s,t) <X o(V)?
o {x —xy —y,z—(x-y) hx = x-y} »a(h) = o(h) » Ist mgu(s, t) eindeutig? (bis auf Umbenennung von Variablen).

=) =)

D QC =
/]|
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Unifikationsproblem und seine Lésung Inferenzsystem fiir die Unifikation

Definition 9.9. Definition 9.11. Kalkil UNIFY. Sei o = Bindungsmenge.
» Ein Unifikationsproblem besteht aus einer Menge (EU{s 2 s},0)

(E,0)

E=/{s Ztii= 1,...,n} von Gleichungen. (1) Léschen

> o heiBt Losung (oder Unifikator) falls o(s;) = o(t;) firi =1,...,n. EUIf 2
> Gilt T = o(Var(E)) fir jede Lésung T von E, so mgu(E) := o (2) Split (Zerlegen) (EU{F (51, 5m) = (81, s tn)},0) s #8

allgemeinste Lésung oder allgemeinster Unifikator. 5 ( Un/(:sbar)
(EUA{f(s1,.e,Sm) = f(t1, .., tm)},0)

> Sol(E) sei die Menge der Lésungen von E.

? .
E und E’ sind dquivalent, falls Sol(E) = Sol(E"). (Eu{si=ti:i=1,..,m} o)
> E' ist in geléster Form, falls . Eu{x=t}o ?
, g; T o (3) Merge (Lésen) ( ( (é) U}7) ) falls x ¢ Var(t),7 = {x =t}
B = g2t (i £ ) xi ¢ Var(t) (1< i <j<m)) (Eour
» E’ ist geléste Form zu E, falls E' in geléster Form und dquivalent zu “occur check” (EU{x — t}, o) falls x € Var(t) Ax # t
E mit Var(E') C Var(E). 4 (Unlosbar)
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Beispiele Unifikationsalgorithmen

Unifikationsalgorithmen basierend auf diesem Kalkiil starten stets mit
(Eo, 50) = (E7(Z)) liefern eine Folge (Eo, 50) '_UNIFY l_UNIFY (E,,, 5,,)
Sie sind erfolgreich falls sie mit E, = ), unerfolgreich falls sie mit S, = 4

Beispiel 9.10. Betrachte enden. S, beschreibt eine Substitution o die So/(S,) und somit auch

> s=f(x,g(x,a)) < flg(y,y),z) =t Sol(E) erfasst.
? ?

~x=g(y,y) g(x,a)=z split Lemma 9.12. Korrektheit.

—x = gy, y) g(g(y,y),a) z, merge Jede"Fo/ge (.EO’ So) !—.U{V/Fy I—UN,FY. (En, Sn) bricht.ab: .Entweﬁler mit 4

wox—gly,y) z—g(gly.y),a) y—y (Urgosbar, nicht unifizierbar) oder mit ((, S) und S ist eine geléste Form

zu E.
> f(x,a) < g(a,z) Unlésbar (nicht unifizierbar).
7 ) ] ] Beachte: Darstellungen der Substitution in geldster Form kénnen recht

> x =f(x,y) Unlésbar da f(x,y) nicht x frei. unterschiedlich sein (Aufwand!!):

> x < f(a,y) ~ Lésung o :: x «— f(a,y) ist allgemeinste Lésung. s~ F(X1, ey Xn) = f(g(x0,%0); - 8(Xn—1,Xn—1))
S={x ~ g(xi—1,xi—1):i=1,...,n} und
? .
Si={xip1 =1t to = g(x0, %), tix1 = g(t;, ;) i =0,...,n—1}
sind beide in geloster Form. Die Lange der t; wéachst exponentiell mit /.

/]| I ———
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Kritische Paare, Unifikation

Beispiel

Beispiel 9.13. Ausfiihrung:

2

f(x, g(a; b)) = f(g(y, b), x)

E; Si
f(x.8(2,6)) = f(g(y. b).x) 0

x = g(y,b),x = g(a, b) 0
gly.b) = g(a. b) x = g(a, b)
yZab<h x;g(a,b)
bLb X;g(a,b),y;a

Regel

split
I6sen
split

I6sen

x = gla,b),y L 2 Isschen

Lésung: mgu = o = {x «— g(a, b),y < a}
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Lokale Konfluenz

Beispiele

Beispiel 9.15. Betrachte
> f(f(x,y),2) = f(x,f(y,2))  f(f(x.,y).2) — f(x,f(y',2))
Unifizierbar mit x — f(x',y'),y « 2/

F(F(F(x',y"),2), 2)

7 N\
t=f(f(x',y),f(z,2)) F(F(X',f(y',2')),2) = t2
> t=f(x.g(x.2)) = h(x)  h(x') = g(x',x), th = tlay = x
Keine kritischen Paare. Betrachte Variableniiberlappung:

f(h(z), g(h(z), a)))

v N
ty = h(h(Z)) f(g(zvz)ag(h(z),a)) =b
l
N\ f(&(z,2), 8(&(2,2), a))
7
h(g(z,2))
o> <3 = =, =
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Lokale Konfluenz

Kritische Paare - Lokale Konfluenz

Definition 9.14. Sei R Regelsystem und | — i, b — rn € R mit
V(h)N V(k) =0 (Unbenennung von Variablen falls nétig, u.U.

heahbzw h —n~h—n).

Sei u € O(h) mit h|, ¢ V,o0 = mgu(hly, k) existiere.

o(h) heiBt dann eine Uberlappung (Superposition) von by — ry in ly —
und (o(n),o(h[r].)) ist das zugehdrige kritische Paar zu
h — n,h — rn,ue O(h), sofern a(rn) # o(h[r].).

CP(R) sei die Menge aller kritischen Paare die man mit Regeln aus R

bilden kann.

Beachte: Die Uberlappung und somit die Menge der kritischen Paare ist

bis auf Umbenennung der Variablen eindeutig.

Prof. Dr. K. Madl : Formale Spezifikations- und Verifikati hniken: Einleitung

[m]

=

302

Lokale Konfluenz

Eigenschaften

» Seien o, 7 Substitutionen, x € V, o(y) = 7(y) fur y # x und
o(x) —r 7(x). Dann gilt fiir jeden Term t:

a(t) =g 7(t)

> Seien h — ri,h — r; Regeln, u € O(h), h|, =x € V. Sei
o(x)|w = o(k), d.h. o(k) wird durch o(x) eingefiihrt.
Dann gilt ty [r tp fir

t1 :=o0(n) <« o(h) = o(h)[o(rn)w = t

Lemma 9.16. Critical-Pair Lemma von Knuth/Bendix
Sei R ein Regelsystem. Dann gilt:

Aus t] «—p t =g o fO/gt t1 |r to oder ty < CP(R) t.

= = = DA
- |
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Lokale Konfluen:

z

Beweise

s(x)

(x)
1->r
/a\

Hju=x

s(r1)

s(12)

rjui=x

# Vorkommen x in t

/

(1)

u

s(2)

* s(r2)
Linke Seite x’s

\*(rechte Seite x’s) 1)

/

t(r1)
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| Q

A s(x) \ st

Lokale Konfluenz

Beispiel (Fort.)

> R={f(f(x)) — &g(x)}
ti = g(f(x)) — f(f(f(x))) — f(g(x)) = &2
Es gilt nicht, t; |g t> ~ R nicht konfluent.
Fiige Regel t; — t, zu R hinzu. Ry ist dquivalent zu R, terminierend

und konfluent.
g(f(f(x)))
7N
f(g(f(x))) g(g(x))
N/
f(f(g(x)))
» R={x+0— x,x+ s(y) — s(x + y)} linear ohne krit. Paare ~~
confluent.

> R={f(x) — a f(x) — g(f(x)), g(f(x)) — f(h(x)),&(f(x)) — b}
ist lokal konfluent aber nicht konfluent.

o
]
I
u
it
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Lokale Konfluenz

Konflu

enztest

Satz 9.17. Hauptergebniss: Sei R ein Regelsystem.

> R ist genau dann lokal konfluent, wenn alle Paare (t1,t,) € CP(R)

zusammenfiihrbar sind.

» Ist R terminierend, so gilt:
R konfluent gdw. (t1,t;) € CP(R) ~ t1 | to.

> Sei R linear (d.h. fiir I,r € | — r € R kommen Variablen héchstens
einmal vor). Gilt CP(R) =0, so ist R konfluent.

Beis

piel 9.18.

> Sei R = {f(x,x) — a,f(x,s(x)) — b,a — s(a)}.
R ist lokal konfluent,aber nicht konfluent:

a« f(a,a) — f(a,s(a)) = b

ns- und Verifikati
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aber nicht a | b. R ist weder terminierend noch links-linear.
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Konfluenz ohne Terminierung

Konfluenz ohne Terminierung

Definition 9.19. ¢ — ¢ - Eigenschaften. Sei = = Sud.

> R heiBBt ¢ — ¢ abgeschlossen , falls fiir jedes kritische Paar
(t1,t2) € CP(R) es ein t gibt mit t; % t % t

> R heiBt ¢ — ¢ konfluent gdw. —o — C So&
R R R R

Folgerung 9.20.
» — ¢ — € konfluent ~~ — streng konfluent.
» R € — e abgeschlossen # R e — e konfluent
R = {f(x,x) — a,f(x,g(x)) — b,c — g(c)}. CP(R) =10, d.h.
R € — € abgeschlossen aber a — f(c,c) — f(c,g(c)) — b, d.h. R
nicht konfluent 4 .
> Ist R linear und € — € abgeschlossen , dann ist R streng konfluent
also konfluent (Zeige R ist € — € konfluent).
Diese Bedingungen sind leider zu einschrankend fiir die Programmierung.

=] [ = =
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Konfluenz ohne Terminierung
. _______________________________________________________________________________________________________________|

Beispiel

Beispiel 9.21. R links linear ¢ — € abgeschlossen reicht nicht aus:
R={f(a,a) — g(b.b),a — &, f(a',x) — f(x,x),f(x,a) — f(x,x),

g(bv b) - f(aa a)a b — b/,g(b/,X) - g(va)ag(Xa b‘) - g(va)}
Es gilt f(&',a") 4% g(b', b') jedoch nicht f(a',a") |r g(b, b').

R links linear ¢ — € abgeschlossen :

f(a,a)
s LN

g(b, b) f(a',a) f(a,a')

!

N LN 7

f(a,a) f(a',a)

!
f(a',a")
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Konfluenz ohne Terminierung
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Parallel Reduktion

Satz 9.23. Ist R links-linear und parallel 0-abgeschlossen, so ist
streng konfluent, also konfluent, und somit ist auch R konfluent.

—R

Folgerung 9.24.

» Erfiillt R die O'Donnel Bedingungen, so ist R konfluent.
O'Donnel Bedingungen: R links-linear, CP(R) = 0, R
links-sequentiell
(Redexe sind beim Lesen der Terme von links nach rechts eindeutig:
f(g(x,a),y) — 0,g(b,c) — 1 hat diese Eigenschaft nicht. Durch
Umgruppieren der Argumente kann oft die Eigenschaft erreicht
werden, etwa f(g(a, x),y) — 0,g(b,c) — 1)

» Orthogonale Systeme:: R links-linear und CP(R) = 0, so R
konfluent. (In Lit. auch als regulire Systeme bezeichnet).

» Variationen: R ist stark-abgeschlossen, falls fiir jedes kritische Paar

. . L ox <1 <1 o«

(s,t) is Terme u,v gibt mits — u <t und s = v « t.
R linear und stark-abgeschlossen, so R streng-konfluent.
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Konfluenz ohne Terminierung

Parallel Reduktion

Beachte: Seien —,= mit > = = (Oftt = C = C
Dann ist — konfluent gdw. = konfluent.

).

Definition 9.22. Sei R Regelsystem.

» Die Parallelreduktion, —g, ist definiert durch t —g t' gdw.
U C O(t) : Yuj, uj(ui # uj ~ ui|u;) 3 — ri € R, 07 mit t|, =
0,'(/;) st = t[O’,'(I’,')]u,.(U; € U) (t[u1 — O’1(I‘1)]...t[un — al(r,,)]).

> Ein kritisches Paar von R : (o(n),o(h[r],) ist
parallel 0-zusammenfiihrbar falls o(h[r].) —r o(n).

> R ist parallel 0-abgeschlossen falls jedes kritische Paar von R parallel
0-zusammenfiihrbar ist.

Eigenschaften: —g ist stabil und monoton. Es gilt g = —gund
somit ist — g konfluent, so auch —g.

/]|
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Konfluenz ohne Terminierung

Fogerungen

> Folgt aus CP(R) = () die Konfluenz? Nein.
R = {f(x,x) — a,g(x) — F(x, g(x)). b — g(b)}.
Betrachte g(b) — f(b,g(b)) — f(g(b),&(b)) — a
“Outermost” Reduktion.
g(b) — g(g(b)) = g(a) — f(a,g(a)) nicht zusammenfiihrbar.

> Reguldre Systeme kdnnen nicht terminierend sein:
{f(x,b) — d,a — b,c — c}. Offenbar CP = 0.
f(c,a) — f(c,b) — d

1=
f(c,a) — f(c, b). Beachte f(c, a) hat eine Normalform.~~
Reduktionsstrategien die Normalformberechnend sind oder
kiirzeste Berechnungen liefern.

» Ein Kontext ist ein Term mit “Licken” O, z.B.
f(g(0,s(0)),0, h(O)) als “Baummuster” (pattern) zu Regel
f(g(x,s(0)),y, h(z)) — x. Licken dirfen beliebig gefiillt werden.
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Konfluenz ohne Terminierung

Terminierungs-Kriterien

Satz 9.25. R ist genau dann terminierend, wenn es eine noethersche
Partialordnung = auf den Grundtermen Term(F) gibt die monoton ist, so
dass gilt o(1) > o(r) fiir jede Regel | — r € R und Grundsubstitution o.

Beweis:~ Definiere s > t gdw. s — t (s, t € Term(F))

A Ang. —g nicht terminierend, to — t1 — ...(V/(&;) C V(t)). Sei o
eine Grundsubstitution mit V(ty) C D(o), dann o(ty) > o(t1) > ...4.
Problem: Unendlicher Test.

Definition 9.26. Eine Reduktionsordnung ist Partialordnung >~ auf
Term(F, V) mit
(i) = ist Noethersch (ii) = ist stabil und (iii) > ist monoton.

Satz 9.27. R ist genau dann Noethersch, wenn es eine
Reduktionsordnung > gibt mit | > r fir alle | — r € R

Knuth-Bendix Vervollstandigung

Knuth-Bendix Vervollstandigungsverfahren

Eingabe: E Gleichungsmenge, = Reduktionsordnung, R = ).

Repeat while E nicht leer

(1) Entferne t = s aus E mit t > s, R := RU {t — s} sonst abort

(2) Bringe rechte Seite der Regeln in Normalform mit R

(3) Erweitere E um alle mit R normalisierten kritischen Paare die t — s

mit R bildet

(4) Entferne alle Regeln aus R, deren linke Seite eine echte Instanz von t
enthalten.

(5) Verwende R um beide Seiten von Gleichungen aus E zu
Normalisieren. Entferne Identitaten.

Ausgang: Terminierung mit R konvergent , dquivalent zu E. Abbruch
(abort), Nicht Terminierung (lauft unendlich lange).
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Konfluenz ohne Terminierung

Terminierungs-Kriterien

Beachte: Es gibt keine totalen Reduktionsordnungen.

x = y? ~ o(x) = o(y)

f(x,y) > f(y,x) ? Kommutativitat kann nicht gerichtet werden.
Beispiele fiir Reduktionsordnungen:

Knuth-Bendix Ordnungen: Gewicht fir jedes Funktionssymbol und

Prazedenz auf F.

Rekursive Pfad Ordnungen (RPO): Prizedenz auf F wird rekursiv auf

Pfade (Wérter) in den zu vergleichenden Termen fortgesetzt.

Lexikographische Pfad Ordnungen( LPO), Polynominterpretationen, usw.
F(FE(x) = Fh(x) FFX) = glh(g(x)) f(h(x)) = h(g(x)
KB — (=3 l(g)=2 — I(h) = 1 —
RPO — g>h > f — —

Konfluenz Modulo Aquivalenzrelation (z.B. AC):

R: f(x,x) — g(x) G:{(a,b)} g(a)« f(a,a)~ f(a, b) jedoch nicht

g(a) L~ f(a, b).

/]|
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Knuth-Bendix Vervollstandigung

Beispiele fiir Knuth-Bendix-V

Beispiel 9.28.
» WES:: ¥ ={a,b,c},E={a>=)\b>= )\ ab=c}
u<vgdw. lul <|v| oder |u| = |v| und u <jex v Mit @ <jex b <jex €

Eo={a?=)\b>=)Nab=c},Ry=10
Ei={b>=XNab=c},Ri={a®> = \},CP, =1
E2:{abzc},Rg={32—>)\,b2—>)\},CP2:®

Ry = {a®> — \,b?> — X\,ab — c}, NCP3 = {(b, ac), (a, cb)}
E; = {b=ac,a=cb}

Ry ={a®> = X\, b2 — X\,ab — c,ac — b}, NCP; =), E, = {a = cb}
Rs = {a®> — X\, b2 — X\ ab — c,ac — b,cb — a}, NCPs = (), Es = {)
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Knuth-Bendix Vervollstandigung

Beispiele fiir Knuth-Bendix-V

> E = {ffg(x) = h(x), ff(x) = x, fh(x) = g(x)} >: KBO(3,2,1)
Ro=10,E =E
Ry = {ffg(x) — h(x)}, KPy = 0.E; = {ff(x) = x, fh(x) = g(x)}
Ry = {ffg(x) — h(x), F(x) — x}, NKP, = {(g(x), h())},
Ex = {h(x) = g(x). &(x) = h(x)}, Ro = {#(x) — x}
Rs = {ff(x) — x, fh(x) — g(x)}, NKP3 = {(h(x), fg(x))}, Es =
{8(x) = h(x), h(x) = (<)}
Ry = {ff(x) — x, fh(x) — h(x),g(x) — h(x)}, NKP; =0, E4 = 0
> £ ={fgf(x)=gfg(x)} >:LL:f>g
Ro=0,Ec =E
Ry = {fgf (x) — gfg(x)}, NKP1 = {(gfgaf (x), fegfg(x))}, E1 =
{gfeef (x) = fegfe(x)}
Ry = {faf (x) — gfg(x), fegfg(x) — afgef (x)}, NKP, =
{(efesfesfe(x), fegsfesfe(x), -}
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Implementierungen
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Gleichungsimplementierungen

Programmierung = Beschreibung von Algorithmen in einem Formalen
System

Definition 10.1. Sei f : My X ... X M, ~ M1 eine (partielle) Funktion.
Seien T;,1 = 1...n+ 1 entscheidbare Grundtermmengen (ber ¥,

f n-stelliges Funktionssymbol, E Gleichungsmenge.

Eine Dateninterpretation J ist eine Funktion 3 : T; — M;.

f implementiert f unter der Interpretation J in E gdw

1)3(T) =M, (i=1.n+1) .

2) F(3(t1), s I(t) = Htns1) gIW F(tr, s ta) =¢ tass (VEi € T)
Tix..x Ty —— Ton
Jl Jl Jl
Mix.ox My — My

Abkiirzung: (, E,3) implementiert f.
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Knuth-Bendix Vervollstandigung

Verfeinertes Inferenzsystem

Definition 9.29. Sei > eine Noethersche PO auf Term(F, V). Das
Inferenzsystem Pres besteht aus folgenden Regeln:

o (EU{s=1t},R)
(1) Orientieren (ERUTs = 1)) falls s > t
. (E.R)
(2) Generieren (EU{s = t].R) falls s «<—p o —g t
e (EU{s=1t},R)
(3) Simplifizieren GL (EU{u=tL.R) falls s —g u

(E,RU{s — t})
(E,RU{s — u))
(E,RU{s —t})
(Eu{u=t}R)

(4) Simplifizieren RS

falls t g u

(5) Simplifizieren LS falls s —g u mit | — r und

s > 1 (SubSumOrd.)

(6) Léschen Identitdten
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Implementierungen

Gleichungsimplementierungen

Satz 10.2. E sei Gleichungs- oder Regelmenge. Bezeichnungen wie eben.
Firallei=1,...,n+1 gelte

)IT) =M, A

2a) f(3(t1), ..., I(tn)) = I(tay1) ~ F(t1, ..o, tn) =€ thp1 (Vt; € T})

F implementiert die totale Funktion f unter J in E wenn eine der
folgenden Bedingungen gilt:

a)Vt,t' € Thyr: t =g t/ ~ J(t) = I(t)
b) E konfluent undVt € Tpyq 1t =gt/ ~» t' € Tpp ANJ(t) = T(t)
¢) E konfluent und T,y enthilt nur E-irreduzible Terme.

Anwendung: (?, E.7J) implementiere die totale Funktion . Wird E um Ey
Erweitert unter Beibehaltung von J, so gelten weiterhin 1 und 2a. Ist
eines der Kriterien a, b, c fiir E U Eq erfiillt, so implementiert auch

(?, E U Ey, J) die Funktion f. Dies gilt insbesondere wenn E U E
konfluent ist und T,41 enthdlt nur E U Ej irreduzible Terme.

I ———
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Implementierungen Implementierungen

Gleichungsimplementierungen Beispiele: Aussagenlogik, Natiirliche Zahlen

Beispiel 10.7. Konvention: Gleichungen legen die Signatur fest.

Satz 10.3. (,E,J) implementiere die (partielle) Funktion f. Dann gilt:
Gelegentlich variable Stellenzahl und Overloading. Einsortig.

a)Vt,t' € Tppr = J(t) =3(t') AI(t) € Bild(f) ~ t =g t/
b) Sei E konfluent und T,.1 enthalte nur E Normalformen. Dann ist J
injektiv auf {t € Tpy1 : 3(t) € Bild(f)}.

Boolsche Algebra: Sei M = {true, false} mit A\,V,—, D, .... Konstanten
tt, ff Termmenge Bool := {tt, ff}, J(tt) = true, J(ff) = false.

Strategie: Vermeide Regeln mit tt oder ff als linke Seite. Nach Satz 10.1
¢) kann man Gleichungen mit diesen Einschrinkungen hinzunehmen ohne
die Implementierungseigenschaft zu beeinfliiBen, sofern Konfluenz erreicht
wird. Betrachte folgende Regeln:

(2) cond(ff,x,y) — y. (Hilfsfunktion).

Satz 10.4. Kriterium zur Implementierung totaler Funktionen. Es gelte

DITH)=M; (i=1,..,n+1)

2)Vt, t' € Thyr 2 I(t) =T(t) gdw t =g t/
3) Vici<n t €T 3tpi1 € Tpyr & (1) cond(tt,x,y) — x

(3) x vel y — cond(x, tt,y)
E ={(1),(2),(3)} ist konfluent. Es gilt:

tt vel y =g cond(tt, tt,y) =g tt d.h.

(¥1) tt vel y = tt und (*2) x vel tt = cond(x, tt, tt)

x vel tt = tt 4Bt sich nicht aus E ableiten.

Dennoch implementiert vel die Funktion \V mit diesem E.

F(tey s tn) =E tass A F(3(t1), . 3(tn)) = I(tns1)

Dann implementiert f die Funktion f unter J in E und f ist total.

Beachte: Enthélt T,.1 nur Normalformen und ist E konfluent, so ist 2)
erfillt, wenn J auf T,.; injektiv ist.
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Implementierungen Implementierungen

Gleichungsimplementierungen Beispiele: Aussagenlogik

Satz 10.5. ()A‘, E,3J) implementiere f : My X ... x M, — M,,1. Seien
Si={teTi=3pe T t+#tI(t)=T(t) t—F to} rekursive
Mengen.

Dann implementiert f mit Termmengen T/ = T;\S; ebenfalls f unter
j|7‘/ in E.

Man kann also aus T; Terme streichen die auf andere Terme aus T; mit
gleichem J-Wert reduzierbar sind. Erlaubt somit Einschrankung auf
E-Normalformen.

Folgerung 10.6.
» Man kann Implementierungen Komponieren.
» Erweitert man E um E Folgerungsgleichungen, dann bleibt die
Implementierungseigenshaft erhalten.
Wichtig fiir die KB-Vervollstindigung da nur E-Folgerungen
hinzugenommen werden.

/]|
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Nach Satz 10.4 sind Bedingungen (1), (2), (3) zu zeigen:
Vt,t' € Bool 3t € Bool :: 3(t)VI(t')=TJ(t) At vel t' =T

Firr t = tt (%1) und t = ff (2) da ff vel t' —¢ cond(ff,tt,t') —g t'
D.h. x vel tt #¢ tt aber tt vel tt =g tt, fF vel tt =g tt.

MC Carthy's Regeln fiir cond:

(1) cond(tt,x,y) =x (2) cond(ff,x,y) =y (*) cond(x, tt, tt) = tt
Beachte: Nicht identisch mit cond in Lisp.

Unterschied: Reihenfolge der Auswertung. Betrachte

(**) cond(x, cond(x, y, z),u) — cond(x,y,u) ~

E' ={(1),(2),(3), (), (*x)} ist terminierend und konfluent.
Vereinbarungen: In Gleichungsmengen sind stets (1), (2), (3) und

x et y — cond(x,y, ff) enthalten.

Schreibweise: cond(x,y,z) :: [x — y, z] bzw.

[Xx = y1,% = Yo, ooy Xn — Ya, 2] fir [x = [...]..., 2]

Prof. Dr. K. Madlener: Formale ifikations- und Verifikati iken: Einleitung



Gleichungskalkiil und Berechenbarkeit Reduktionsstrategien Gleichungskalkiil und Berechenbarkeit Reduktionsstrategien .
[e]e]elelele] lelelslelelelelslelelelelelelelolololole] 0000000000000 0000000000000000000000C 0000000000000 0000OOOOOOOOO 0000000000000000000O00OOOOOOO0OO000000C

Implementierungen Implementierungen

Beispiele: Semantische Argumente Beispiele: Natiirliche Zahlen

Erweiterung von E zu E’ mit Regel:
Eigenschaften implementierender Funktionen: ? L p A ? iberl
(vel, E,J) implementiert V von BOOL. (x,y) = lis_null(x) — y,0]  (f uberladen).

Beh: vel ist assoziativ auf Bool. f implementiert die Funktion F: N x N — N

Z.Z.Vt, tp, t3 € Bool : t; vel (tp vel t3) =g (t1 vel to) vel t3 F(x,y) = y x=0 If:(ﬁ,j}) = y A
Es gibt t,t', T, T’ € Bool mit 0 x#0 f(5(x),y) — 0
J(t2) V I(t3) = 3(t) und I(t1) V I(t2) = I(t') sowie =8 . . N n
3(t1) v 3(t) = 3(T) und 3(t') v 3(t3) = 3(T") F(x,&(x)) =g lis_null(x) — &(x),0]) =& f(x)

Es ist aber nicht

Es gilt aber

Wegen der semantisch giiltigen Assoziativitat von V gilt

I(T) =3(tr) v3(t2) v I(ts) = 3(T") f(n) = F(n,g(n)) fir n>0
Da vel v implementiert folgt nun: , , Will man alle berechenbaren Funktionen impleme;_ntieren, so lassen sich die
tyvel (ty vel t3) =g tyvel t =g T =p T' =¢ t' vel t3 = (t1 vel 1) vel t3 Kleeneschen Rekursionsgleichungen nicht direkt Ubertragen, da hierbei die

Komposition partieller Funktionen bendtigt wird.
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Implementierungen Primitiv Rekursive Funktionen
Beispiele: Natirliche Zahlen Darstellung Primitiv Rekursive Funktionen
Funktionssymbole: A(A),§ Grundterme: {5"(0) (n > 0)} ) o .
J Interpretation J(0) = 0,3(8) = Ax.x + 1, d.h. 3(5"(0)) = n (n > 0). Die Klasse 5 enthalt die Funktionen -
Abkiirzung: n 11.= $(h) (n>0 s = Ax.x+ 1,77 = Axq, ..., X5.X;, sowie ¢ = Ax.0 auf N und
Zahlenterme. NAT = {/ : n > 0} Normalformen (Satz 10.2 c gilt). ist abgeschlossen gegen Einsetzung und primitive Rekursion, d.h.
Wichtige Hilfsfunktionen auf NAT: O, o ) = (A0 0 Xn)s ooy Br(X1s -0 X0)) bzw.
Sei £ = {is_null(0) — tt,is_null(§(x)) — ff}. F(x1, %, 0) = 831, - X0)
is_null implementiert das Pradikat /s_Null : N — {true, false} Nulltest. F(X1s ey Xny y 4 1) = h(x1s ooy X,y (X150 X0, ¥))
Erweitere £ mit (nicht terminierende Regeln) Behauptung: f € 9 ist implementierbar durch (f, £;,J)

2() — lis_null(x) = 0.8(0], () — [is_null(x) — £(x). 0 dee: Zeige for geeignetes E,

Beh: Unter der Standardinterpretation J gilt:

f implementiert die Nullfunktion f(x) =0 (x € N) und Fkyy oy kn) —TE? f(ki, ..., ko) mit E; konfluent und terminierend.
g implementiert die Funktion g(0) = OAso*nst uAndeflniert.* . Annahme: FUNKT (Signatur) enthalte fiir n € N abzahlbar viele
Wegen  7(0) — [is_null(0) — £(0),0] — &(0) — [...] = 0 und Funktionssymbole mit Stelligkeit n.

F(3(x)) — [is_null(3(x)) — &(3(x)),0] = 0 folgt dies aus Satz 10.4.
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Primitiv Rekursive Funktionen

Darstellung Primitiv Rekursive Funktionen

Satz 10.8. Zu jeder endlichen Menge A C FUNKT \ {6, S} die
Ausnahmemenge, und jeder Funktion f : N — N, f € 3 gibt es

f € FUNKT und E; endlich konfluent und terminierend mit (, E;,7)
implementiert f und keine der Gleichungen in E; enthalt
Funktionssymbole aus A.

Beweis: Induktion tiber Aufbau von B: 0,5 ¢ A. Setze A’ = AU {0, 5}
» S implementiert s mit £z = )
» &7 € FUNKT"\ A" implem. /" mit Ezn = {77 (x1, ..., Xp) — X;}
» &€ FUNKT'\ A’ implementiert ¢ mit £z = {&(x) — 0}
> Einsetzung: [g, Ez, Ao), [i),-,E;)i,A,-] mit
Ai=Ai_1U{f € FUNKT :fecE,_ }\{0,35}.Sei f € FUNKT\ A,
und E; = E; U B, U {F(x1, . xn) — B(A1(0), oo Ae())}
» Primitive Rekursion: Analog mit den (blichen Gleichungen.
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Primitiv Rekursive Funktionen

Darstellung Primitiv Rekursive Funktionen

» Einsetzung: f(xi,...,xa) = g(hi(...), s he(-2)).
Setze ¢* = B.(pp,,--» Py, ) und pp := pg + c* + 2. Uberpriife
IBIF(x1, e X)) > SBIE(A1(X1, oves Xn)s ons Pr(X15 2es Xn)))
» Primitive Rekursion:
Setze m = max(pg, p;) und p; ;= m+ 3. Uberpriife
3[B](F(x1, -, xa, 0)) > J[bI(&(x1, -, Xn)) und
ABNF(xt, s 500 8(1))) > SII(E(.0).
Verwende A(m + 3, k +3) > A(p;, k + A(pz, k))
» Durch Induktion tber Aufbau von ‘B zeige
f(kiy ...y kn) —TE? f(kiy ..., kn)
» Aus Satz 10.4 folgt die Behauptung.
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Primitiv Rekursive Funktionen

Darstellung Primitiv Rekursive Funktionen

Alle Regeln sind links-linear ohne Uberlappungen ~ Konfluenz.
Terminierungskriterium: Sei J : FUNKT — (N* — N), d.h

J(F) : Nst(f) — N, streng monoton in allen Argumenten.

Ist E ein Regelsystem, | — r € E, b : VAR — N (Belegung), gilt

JbI(1) > J[b](r), so terminiert E.

Idee: Verwende die Ackermannsche Funktion als Schranke:

A0,y) =y+1,A(x+1,0) = A(x,1),A(x+ 1,y +1) = A(x, A(x+1,y))
A ist streng monoton,

A(l,x)=x+2,A(x,y +1) < A(x+1,y),A(2,x) =2x+3

Zu n € N gibt es ein 8, mit ST AKX, x) < A(Ba(X1s ey Xn ), X)

Definiere J durch J(F)(ki, .., kn) = A(p;, 3 ki) mit geeigneten p; € N.
> ps =11 J[b](5(x)) = A(1, b(x)) = b(x) +2 > b(x) + 1
> par =1 Jb)(A7(x1, ..o xn)) = A(L, D07 b(x7)) > b(x;)
> pe =11 J[b](&(x)) = A1, b(x)) > 0 = J[b](0)
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Rekursive und Partiell Rekursive Funktionen

Darstellung Rekursiver Funktionen

Minimierung:: p-Operator gy [g(x1, ..., Xn, ¥) = 0] = z gdw

i) g(x1, ..., Xn, i) definiert 0 fur 0 <i <z ii) g(x1,....;.xp,2) =0
Reguldre Minimierung: p wird auf totale Funktionen mit

VX:[, ...,anly : g(xla "'7Xn7.y) =0

R abgeschlossen gegen Ersetzung, Primitive Rekursion und Regulére
Minimierung.

Zeige: Reguldre Minimierung Implementierbar mit Ausnahmemenge A.
&, Ez implementiere g wobei g(ki, ..., knt1) —fEé glki, ..., kni1)

Seien 7, f*, F* neu setze E; = EzU {?(xl,...,x,,) — ?*(xl, ...,xn,f)),
R " f*(Xla“'axn,y)_) f+(§(xl7'“aXnay)ax;l\v"'vXnay)a

FH0, X1, oy Xy ¥) = ¥, FT(B(X), X1y ey Xy ¥) =, F¥(X1, 00y X, 8()) }

Behauptung: (?, E;) implementiert die Minimierung von g.
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Rekursive und Partiell Rekursive Funktionen

Darstellung Rekursiver Funktionen

Voraussetzung: Zu kq, ..., kn € N gibt es kleinstes k € N mit
glkyy...;kn, k) =0
Behauptung: Fir alle i € N,i < k gilt  7*(ky, ... kn, (k = 1)) —g, k
Bew: Induktion nach i:
b P20 P (ks o B) = FH @k o Ko K)o oK) e,
FH(g(Ky oo ks k), K1y ooy Ky k) — K
> >0 Pk, kn k= (14 1)) —
FH@ (K, oo kny k= (4 1)), Kty ooy oy k= (i + 1)) =5,
FrGBR), Ky ooy ks k= (1 4+ 1)) — F*(ky, oy Ky 8k — (1 + 1)) =
Fr (ke oo oy k = 1)) =, k
Fur geeignetes x und Ind. Voraussetzung.

» E; ist konfluent und nach Satz 10.4 implementiert (7, E;) die totale
Funktion f.

> E; ist nicht terminierend.g(k, m) = 8y m ~» Fr(k, k4 1) liefert
NT-Kette. Lasst sich erreichen.
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Rekursive und Partiell Rekursive Funktionen

(f,Es, E; . E;,, E;, U REST) implementiert f.

Wende Definition 10.1 an:

~ Fir Zahlenterme sei f(J(t1),J(t2)) = J(t). Es gibt Zahlenterme

T: (i=1,2,3) mit

g(3(T1),3(T72),3(T3)) = 3(t) und h(3(t1),3(t2)) = 3(T)).
Voraussetzung: g( Ty, T2, T3) =g, t und hi(t1, t2) =g, Ti(i = 1,2,3) Da
die T; Zahlenterme: f(T;) =E, 0 dh. H(hi(t, ) =k 0 (i=1,2,3).
Also . o A

f(tl, tz) =E fl(Tl, T,, T3,0,070) ~ f(tl, tz) =E i‘(:E;_ g’(Tl7 Ts, T3)
 Fir Zahlenterme ty, to, t gelte ?(tl, t2) =g, t, dann

?1(771(1‘.‘1, tz), ?12(1’1, t2), ;\73(t17 tg), ?2(/?11(&7 i‘2), ) =E t. Ware fir ein
i=1,23 h(h(t,t)) nicht E; gleich 0, so sind in der E;
Aquivalenzklasse nur ?1 Terme. Es git also Zahlenterme Ty, T, T3 mit
hi(ty, t) =g=T; (i=1,2,3) (Sonst nur #, Terme aquivalent zu
f(hi(t1, t2) ). Voraussetzung:

~ hi(3(T1),3(T2)) =3(Ti),  &(3(T1),3(T2), 3(Ts)) = 3(¢)
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Rekursive und Partiell Rekursive Funktionen

Darstellung Partiell Rekursiver Funktionen

Problem: Rekursionsgleichungen (Kleenesche Normalform) lassen sich
nicht direkt verwenden. Argumente miissen “Zahl"” als Wert besitzen.
(Siehe Beispiel). Manche Argumente lassen sich noch retten:

Beispiel 10.9. f(x,y) = g(hi(x,y), ha(x,y), h3(x,¥)). &, h1, ha, h3
seien durch Gleichungsmengen als partielle Funktionen implementierbar.
Behauptung: f ist implementierbar. Seien dazu f,f,, % neu und setze:
Flxy)= ) L . .

f].(hl(xv.y)v h2(X7y)7 h3(X7y)7 f2(h1(Xa y))a f2(h2(xvy))7 fz(h3(X, y)))
%1(X13X27X3767676):g(X17X27X3)7 %2(6) :67 ?2(§(X)) - If\.2(x)

(’f, Ez B, By, Ej, U REST) implementiert f.

Satz 10.4 kann nicht angewendet werden.
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Partiell Rekursive Funktionen und Register Maschinen

R, und Normierte Register Maschinen

Definition 10.10. Programmterme fir RM: P, (n€N) Sei0<i<n
Funktionssymbole: a;, s; Konstanten ,o 2-stellig , W' 1-stellig
Gewiinschte Interpretation:

a;j :: Inhalt Register i um 1 Erhéhen.

si . Inhalt Register i um 1 Erniedrigen (—1)

o(My, My) :: Verkettung My M, (Erst My, dann M)

Wi(M) :: Solange Inhalt von Register i nicht 0, filhre M aus Abk: (M);

Beachte: P, C P, flir n < m
Semantik durch partielle Funktionen: M, : P, x N — N”
> Me(a,', <X1, ...,Xn>) = <...X,'_1,X,' + 1,X,'+1...> (S,' i X,';].)

> Me(MlM2a <X1a "'7Xn>) = Me(M27 Me(Mh <X17 "'aXn>))

o <X1,...,X,,> X,'ZO
> Me((M)is (31 0m)) = {Me((M),-,Me(l\/l, (X1, oy X)) SONSE
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Partiell Rekursive Funktionen und Register Maschinen

Implementierung normierter Register Maschinen

Lemma 10.11. M, kann durch Gleichungssystem implementiert werden.

Beweis: Sei tup, n-stelliges Funktionssymbol. Fiir t; € N (0 < i < n) sei
(t1, ..., tn) Interpretation von tup,(%y, ..., %,). Programmterme werden
durch sich selbst interpretiert (es sind ja Terme). Fir m > n ::

P, tupm(t,...,tm) Syntaktische Ebene

Jl Jl

P, (t1, oo tm) Interpretation
Sei eval 2-stelliges Funktionssymbol zur Implementierung von M, und
i < n. Definiere E, := {
eval(aj, tupn(xi,...,Xn)) = tupp(X1,..es Xi—1, 3(Xi), Xi1, -+s Xn)
eval(s;, tupp(...,xi—1,0, Xi41...)) = tupn(..., xi—1,0, Xi1...)
eval(si, tupp(..., xi—1,8(x), Xix1...)) = tupp(eeey Xi—1, X, Xig1---)
eval(xixz, t) — eval(xe, eval(xi,t))
eval((x);, tupn(...,xi—1,0,Xi41...)) = tupn(...,
eval((x)i, tupn(...,xi—1,5(y), Xit1..)) —

eval((x);, eval(x, tupp(...

~

Xi—1, 0, X,'+1...)

y Xi—1, g(y)a Xl'+1"'))}
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Partiell Rekursive Funktionen und Register Maschinen
(eval, E,, J) implementiert M,

Es gibt i, ..., i, € N mit eval(p, tup,,(lAq, s IA<,,)) Se, tupp(in, ooy in)

also auch
eval(pa, tupp(i, ..., in)) —E, tups(My, ..., M)

Nach Induktion Voraussetzung (2-Mal) gilt die Behauptung.

3. Sei p = (p1);. Es gilt:

eval((p1)i, tupn(ky, ..., kn)) —E, tupn(iy, ..., My,)

Es gibt endliche Folge (t;)1<j</ mit

t1 = eval((p1)i, tupn(ka, ..., kn)), tj — tiy1, t = tups(in, s r%,,)A

Es gibt eine Teilfolge (T, )1<j<,71 der Gestalt eval((p1)i, tupn(irj; .-, inj))
In Tryist ijm=0,dh. it ;m=m1,....iim=0=mj,...,ipm = mp.

Fir j < m gilt stets j;; # 0 und

eval(pl, tup,,(il’j, ey in,j) i)E,, tupn(i17j+1, ey
Voraussetzung liefert:

Me(p1; (it js s ing)) = (i1 jr1s oo
Me((pl)h <i1,j7 (XX} In,J>) = <m17 ceey

?n,j+1)- Induktion

injt1) fur j=1,...,m. Dann aber

myy (1<j<m)
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Partiell Rekursive Funktionen und Register Maschinen

(eval, E,,J) implementiert M,

Betrachte Programmterme die hochstens Register mit 1 </ <n
enthalten.

> E, ist konfluent (links-linear, ohne kritische Paare).

» Satz 10.4 nicht anwendbar, da M. nicht total.

Bedingungen der Definition 10.1 {berpriifen.

(1) 3(T;) = M; nach Definition

(2) Me(p, (ks kn)) = (M1, ...y M) gdw

eval(p, tup,,(kl, ko)) =g, tupn(in, ..., M)

~ Aus der Def. von M, bzw. E,. Induktion Aufbau von p.

A\ Induktion Giber Aufbau von p ::

1 p=as) =k = m(j # i),5(k;) = iy bzw. ki = m; = 0
(/?,' = §(ﬁ‘l,)) fur Si

2.Sei p = p1po und

eval(pz, eval(p1, tup,,(/Aq,...,
Wegen der Regeln in E, gilt:

ko)) €, tupa(in, ..., y)
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Partiell Rekursive Funktionen und Register Maschinen

Implementierung von R,

Far f € D‘ig*l gibt es r € N, Programmterm p mit hochstens r-Registern
(n+1<r), sodass fir alle ky, ..., kn, k € N gilt:
f(ki,....kn) = k gdw Ym>0

r+m

eval(p, tup,+m(k1,.. k, 66 0x17 ,Rm)) =
tup,+m(k1,... ky l?(A) 6 Riy ey Xim) gdw

eval(p, tupr(kh... ,,,6,6,...,6)) =E, tup,(lAq,...,IA<,,,k,0,...70)

~

Beachte: E, C E,p via tup,(...) » tup,+m(...,f), ., 0).

Seien F R neue Funktionssymbole, p Programm fir f. Erweitere E, um
f\(}/l, ~~'7yn) - R(eval(pa t“Pr(Yla '“a.yn)v Oa teey 0)) und
R(tuPr(YL "'7yf)) = Yn41 ZU Eext(f)-

Satz 10.12. f € i)%g’l wird von (?, Eext(r),J) implementiert.
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Partiell Rekursive Funktionen und Register Maschinen

Nicht berechenbare Funktionen
Sei E rekursiv, T; rekursiv. Dann ist das Pradikat

P(ty, ... tn, tap1) 8AW F(t1, .oy tn) = tai1

r.a. Pradikat auf Ty x ... x T, X Ty

Implementiert f die Funktion f, so stellt P den Graphen der Funktion f
dar ~ f € R,.

Kleenescher Normalformsatz: f(x, ..., xn) = U(p[Ta(p, X1, .. Xn, ¥) = 0])

Sei h totale nicht rekursive Funktion definiert dﬁrch:
u[T1(x,x,y) =0] falls Jy: T1(x,x,y) =0

h(x)=<v¥
0 sonst

h wird eindeutig durch folgende Pradikate festgelegt:

(1) (Ta(x,x,¥) =0AVz(z < y ~ Ti(x,x,2) #0)) ~ h(x) =y

(2) (v2(z < y A Talx,%,2) £ 0)) ~ (h(x) = 0V h(x) > y)

Ersetzt man h(x) durch u, so sind dies prim. rek. Pradikate in x, y, u.
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Berechenbare Algebren

Berechenbare Algebren

Definition 10.13.

» Eine sig-Algebra 2 ist rekursiv (effektiv, berechenbar), falls ihre
Tragermengen rekursiv und alle Operationen rekursive Funktionen
sind.

> Eine Spezifikation spec = (sig, E) ist rekursiv, falls Tspec rekursiv ist.

Beispiel 10.14. Sei sig = ({nat, gerade}, odd :— gerade, 0 :— nat,
s : nat — nat, red : nat — gerade).
Als sig-Algebra 2 wéhle: Agerage = {2n: n € N} U{1}, Apar = N mit

red als Ax.if x gerade then x else 1, s Nachfolger

Behauptung: Es gibt keine endliche (init-Algebra) Spezifikation fiir 2
> Keine Gleichungen der Sorte nat.
> odd, red(s"(0)), red(s"(x)) (n > 0) Terme der Sorte gerade. Keine
Gleichungen der Form red(s"(x)) = red(s™(x) (n # m) mdglich.
» Unendlich viele Grundgleichungen nétig.
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Partiell Rekursive Funktionen und Register Maschinen

Nicht berechenbare Funktionen
Es gibt primitiv rekursive Funktionen Py, P> in x,y, u, so dass

(1) Pi(x,y,h(x)) =0und (2') Pa(x,y,h(x)) =0

(1) und (2) darstellen.
Es gibt Gleichungssystem E und Funktionssymbole Py, P, die Py, P,
unter der standard Interpretation implementieren.
(Als prim. rek. Funktionen in den Var. x, y, u)
Sei h frisch. Fiige zu E die Gleichungen

Pi(x,y,h(x)) =0 und Py(x,y, h(x))="0
hinzu. Das Gleichungssystem ist Konsistent (es gibt Modelle) und h wird
durch die Funktion h auf den natirlichen Zahlen interpretiert.~~
Man kann also mit einer endlichen Gleichungsmenge implizit nicht
rekursive Funktionen spezifizieren, wenn man beliebige Modelle als
Interpretationen zuldsst.
Durch nicht rekursive Gleichungsmengen kann man beliebige Funktionen
als Interpretation eines konfluenten, terminierendes Grundsystem erhalten:
E={h(f)=1:t,t €N, h(t) = t'} (Regelanwendung nicht effektiv).
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Berechenbare Algebren

Berechenbare Algebren

Losung: Anreicherung der Signatur mit:
gerade : nat — nat und cond : nat gerade gerade — gerade mit
Interpretation

Ax. if x gerade then O else 1, Ax,y,z. if x =0 then y else z

Gleichungen:

gerade(0) = 0, gerade(s(0)) = s(0), gerade(s(s(x)) = gerade(x)
cond(0,y,z) =y, cond(s(x),y,z) =z

red(x) = cond(gerade(x), red(x), odd)

Alternative: Bedingte Gleichungen:
red(s(0)) = odd, red(s(s(x)) = odd if red(x) = odd

Bedingte Gleichungssysteme (Termersetzungssysteme) sind offenbar
Ausdruckstérker als reine Gleichungssysteme. Sie definieren ebenfalls
Reduktionsrelationen. Konfluenz- und Terminierungskriterien lassen sich
angeben. Negative Gleichungen in den Bedingungen fiihren zu Problemen
mit der Initialen Semantik (keine Horn-Klausel Spezifikationen).

>
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Berechenbare Algebren

Berechenbare Algebren: Ergebnisse

Satz 10.15. Sei 2 eine rekursive termerzeugte sig- Algebra. Dann gibt
es eine endliche Anreicherung sig’ von sig und eine endliche Spezifikation
spec’ = (sig’, E) mit Topect|sig = AU.

Satz 10.16. Sei 2 eine termerzeugte sig- Algebra. Dann sind dquivalent:

» A ist rekursiv.

» Es gibt eine endliche Anreicherung (ohne neue Sorten) sig’ von sig
und ein endliches konvergentes Regelsystem R, so dass
A = Topect|sig fiir spec’ = (sig’, R)

Siehe Bergstra, Tucker: Characterization of Computable Data Types
(Math. Center Amsterdam 79).

Achtung: Gilt nicht wenn man sich nur auf einstellige Funktionssymbole
einschrankt.
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Aligemeines

Funktionale Berechnungsmodelle

Partiell rekursive Funktionen (Ausgangsfunktionen + Operatoren)
Termersetzungssysteme (Algebraische Spezifikation)
A-Kalkiil und Kombinatorenkalkiil

Graphersetzungssysteme (Implementierung + Effizienz)

vV v vy

Zentraler Begriff: Applikation:
Ausdriicke stellen Funktionen dar, Applikation (Anwendung) von
Funktionen auf Funktionen ~+ Selbstanwendungsproblem

Siehe etwa Barendregt: Functional Programming and A-Calculus
Handbook of Theoretical Computer Science.
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Allgemeines

Reduktionsstrategien fiir Ersetzungssysteme

Grundlegende Implementierungsprobleme fiir funktionale Programmiersprachen.
Welche Reduktionsstrategien garantieren die Berechnung von
Normalformen falls diese existieren. Sei R TES, t € Term(X).

Ang. es gibt T irreduzibel mit t =g .
» Welche Auswahl der Redexe garantiert eine “Berechnung” von t.
» Welche Auswahl der Redexe liefern “kiirzeste” Ableitungsketten.
> Sei R terminierend. Gibt es eine Reduktionsstrategie die stets die
kirzesten Ableitungsketten liefert. Was kostet sie?

Fur SKI—Kalkil und A—Kalkil ist die Left-Most-Outermost Strategie
(normale Strategie) normalisierend, d.h. sie berechnet eine Normalform
eines Terms wenn sie existiert. Sie liefert nicht die kiirzesten
Ableitungsketten. Es gilt jedoch: Ist t £ T eine kiirzeste Ableitungskette,

<ok
so t —>L=,§10M t. Durch Structure-Sharing-Methoden kann die Schranke fiir
LMOM kleiner gewahlt werden.
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Allgemeines

M-Kalkll und Kombinatorenkalkdl: Informell

Grundoperationen:
» Applikation:: F.A auch (FA)
F als Programmterm wird auf A als Argumentterm angewendet.

» Abstraktion:: Ax.M
Bezeichnet eine Funktion die x nach M abbildet, hierbei kann M
von x abhangen.

> Beispiel: (Ax.2 % x 4 1).3 sollte als Ergebnis 2 x 3 + 1 also 7 liefern.
> [3-Regel: (AM.M[x])N = M[x := N]
“Freie” Vorkommen von x in M durch N ersetzen. [3-Konversion
(yx(Ax.x))[x := N] = (yN(A\x.x))

Hierbei bleiben freie Vorkommen von Variablen in N frei (u.u. durch
Umbenennung)

(Axy)ly = xx] = Az.xx z "neu”
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Allgemeines

M-Kalkul und Kombinatorenkalkil: Informell

> «-Regel: Ax.M = Ay .M[x := y] mit y “neu”
Ax.x = Ay.y. Gleiche Wirkung als “Funktionen” a-Konversion
> Menge der A\- Terme in C und V::
A(C, V) = CIV|(AN)|(AV.A)
» Die Menge der freien Variablen von M:: FV/(M)
» M heisst abgeschlossen (Kombinator) falls FV(M) = ()
» Standard Kombinatoren:: I = Ax.x K = Axy.x
B = Xxyz.x(yz) Ki=Mxy.y S=Mxyz.xz(yz)
> Folgende Gleichungen gelten:
IM=M KMN=M K.MN=N SMNL= ML(NL)
BLMN = L(M(N))
» Fixpunktsatz:
W = Ax.F(xx)

VFIX FX =X mit X = WW und
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Aligemeines

Reduktionsstrategien fiir Ersetzungssysteme

Definition 11.1. Sei R ein TES.

» Eine Einschritt-Reduktionsstrategie & fiir R ist eine Abbildung
S : Term(R, V) — Term(R, V) mit t = &(t) falls t in Normalform
und t —g &(t) sonst.

> & ist eine Mehrschritt-Reduktionsstrategie fir R wenn t = &(t)
falls t in Normalform und t g &(t) sonst.

» FEine Reduktionsstrategie & heilBt normalisierend fiir R, falls fiir
Jjeden Term t der eine Normalform hat die Folge (&"(t))n>0 eine
Normalform enthilt. (Insbesondere endlich ist).

> Eine Reduktionsstrategie S heiBt cofinal fiir R, falls fiir jedes t und
r € A*(t) es ein n € N gibt mit r Sp &"(t).

Cofinale Reduktionsstrategien sind die Besten im folgenden Sinn: Sie
liefern maximalen Informationsgewinn.
Normalformen haben stets maximale Information.
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Allgemeines

A-Kalkll und Kombinatorenkalkil: Informell

» Darstellbarkeit von Funktionen, Zahlen ¢, = Afx.f"(x)
F Kombinator stellt f dar gdw. Fzy1...Zak = Z¢(n1,...,nk)
» f ist partiell rekursiv gdw. f wird von Kombinator dargestellt.

v

Satz von Scott: Sei A C A, A nicht trivial und abgeschlossen unter
=, dann ist A nicht rekursiv entscheidbar.

[-Reduktion:: (Ax.M)N —5 M[x := N|

NF = Menge der Terme mit einer Normalform ist nicht rekursiv.
(Ax.xx)y nicht in Normalform, yy ist Normalform
(Ax.xx)(Ax.xx) hat keine Normalform.

Church Rosser Satz:: —g ist konfluent

vV VvV v vY

Satz von Curry Hat M eine Normalform so gilt M —} N, d.h.
Leftmost Reduktion ist Normalisierend.

/]|
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Allgemeines

Bekannte Reduktionsstrategien

Definition 11.2. Reduktionsstrategien:

» Leftmost-Innermost (Call-by-Value). Einschritt-RS, reduziert wird
Redex der am weitesten links im Term vorkommt und keinen echten
Redex enthilt.

> Paralell-Innermost. Mehrschritt-RS. PI(t) = t, wobei t — t
(Alle innermost Redexe werden reduziert).

> Leftmost-Outermost (Call-by-Name). Einschritt-RS.

» Parallel-Outermost. Mehrschritt-RS. PO(t) = t, wobei t —
(Alle disjunkte outermost Redexe werden reduziert).

> Fair-LMOM. Ein Left-Most Outermost Redex in einer Red-Folge
wird irgendwann reduziert. (Ein LMOR bleibt bei einer solchen
Strategie nicht unreduziert). (Lazy Strategie).

L]
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Allgemeines

Bekannte Reduktionsstrategien

» Full-Substitution-rule. (Nur fiir orthogonale Systeme).
Mehrschritt-RS. GK(t) :: t > GK(t) alle Redexe in t werden
reduziert, falls nicht Disjunkt, so werden die Reste der Redexe
danach noch reduziert.

» Call-By-Need. Einschritt-RS. Es wird stets ein notwendiger Redex
reduziert. Ein Redex in t ist notwendig, wenn er zur Berechnung der
Normalform reduziert werden muss. (Nur fiir bestimmte TES z.B.
LMOM fiir SKI Kalkiil)

Problem: Wie entscheidet man ob ein Redex notwendig ist.

» Variable-Delay-Strategy: Einschritt-RS. Reduziere Redex der nicht

als Redex in Variableninstanz eines anderen Redexes vorkommt.

Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken: Einleitung 353

Gleichungskalkiil und Berechenbarkeit
0000000000000 00000000000000

Reduktionsstrategien .
OO0000000@00000000000000O00OOOOOOOO0OC

Aligemeines

Beispiele

> £ =1{0,s.p,if0,F},R = {p(0) — 0, p(s(x)) — x, if0(0, x, y) —
x,if0(s(z),x,y) — y, F(x,y) — if0(x, 0, F(p(x), F(x,y)))}
Links -linear, ohne Uberlappungen.(Orthogonal).

F(0,0) — if0(0,0, F(p(0), F(0,0))) 2 0
| PIM

if0(0, 0, F(0, if0(0, 0, F(p(0), F(0,0)))))
Keine IM-Strategie ist fiir beliebige orthogonale Systeme
normalisierend, erst recht nicht cofinal.

» FSR (Full-Substitution-Rule): Wahle alle Redexe im Term und
reduziere sie von innermost zu outermost (beachte Redexe werden
nicht zerst6rt). Cofinal fiir orthogonale Systeme.

» Y ={a,b,c,d;:i e N}

R:={a— b, dk(x) — dkt1(x), c(dk(b)) — b

konfluent (links linear parallel 0-abgeschlossen).

c(do(a)) —1 ¢(d1(a)) —1 ... nicht normalisierend (POM).
c(do(a)) —1,1 c(do(b)) —o b
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Allgemeines
/]|

Beispiele

Beispiel 11.3. :
> and(true, x) — x, and(false,x) — false,
or(true,x) — true, or(false,x) — x
Orthogonal, stark links sequentiell (Konstanten vor Variablen).

LMIM, PIM, LMOM, POM, FSR
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Allgemeines
L]

Beispiele

» ¥ ={a, bj,c,d:ie N} Nicht konfluentes WES:
R = {abgc — achy, abpd — ad,c — d,cb; — d, b; — bi11(i > 1)}
abgc —11 abgd — ad
ab()C —0 aCbo —11 acbl — adb1 — ...
» ¥ ={f,a,b,c,d} R={f(x,b) — d,a— b,c — c} Orthogonal.
LMOM muss nicht normalisierend sein:
f(c,a) — f(c,a) — .... aber f(c,a) — f(c,b) — d
» f(a,f(x,y)) — f(x, f(x, f(b,b))) links linear mit Uberlappungen.
f(a,f(a,f(b, b)) —our f(a,f(a, f(b,b))) —our -
LINN
f(a, f(b,f(b, f(b, b)))) — (b, f(b,f(b,b)))
» R={f(g(x),c) — h(x,d),b — c}
f(g(f(a,f(a, b))),c) —vp h(f(a,f(a,b)),d) —vp
h(f(a, f(a,c)), d)

L]
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Orthogonale Systeme

Strategien fiir orthogonale Systeme

Satz 11.4. Fiir orthogonale Systeme gilt:

» Full-Substitution-Rule ist eine cofinale Reduktionstrategie.
> POM ist eine normalisierende Reduktionstrategie.

> LMOM ist normalisierend fiir \-Kalkiil und CL-Kalkiil.

»

Jede Strategie die Fair-Outermost ist, ist normalisierend.

Hilfmittel: Elementare Reduktionsdiagramme und Reduktionsdiagramme:
Sab(lc) — a(lc)(b(lc)) Ka(lb) — be
1 1 1

ac(b(lc))
1
Sabc — ac(bc) a —g a
la — a la — a a — a
Lo Lo i Lo
la — a a —gp a a a
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Orthogonale Systeme

Strategien fiir orthogonale Systeme

Lemma 11.5. Sei D ein elementares Reduktionsdiagramm fiir
orthogonale Systeme, R; C M; (i = 0,2,3) Redexe mit

Ry—.—.— Ry—.—.— R3 d.h Ry ist Rest von Ry und R3 ist Rest von
Ry>. Dann gibt es einen eindeutigen Redex Ry C My mit
R()—.—.—>R1—.—.—>R3, d.h.
Mb (/M1
RO --= R1
! ! *
i i
R2 -~ R3
——
O
M2 M3
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Orthogonale Systeme

Zusammensetzung E-Reduktionsdiagramme

Reduktionsdiagramme und Projektionen:

toh — U1 — —  ty
i} 1 = = = | *
! 1+ 5 = Il Re=Ry/Ry
! | * = = | *
i} 1 = = =5 |
t N N = 1=
Ry =R/ R Projektionen

Seien Ry it 5 ¢/ und Ry i t > t/ zwei Reduktionsfolgen von t nach t'.
Sie sind dquivalent Ry =R, gdw R /R =R/ R = 0.
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Orthogonale Systeme

Strategien fiir orthogonale Systeme

Definition 11.6. Sei I ein Pradikat auf Termpaaren M, R so dass
R C M und R ist Redex (z.B. LMOM, LMIM,...).

i) N hat Eigenschaft | wenn fiir das Vorliegen von D wie im Lemma gilt
M(Mo, Ro) ATI(Mz, Ro) ATI(Ms, R3) ~ M(My, Ry)

ii) M hat Eigenschaft Il falls in jedem Reduktionsschritt M —R M’ mit
=MN(M, R), jeder Redex S" C M’ mit N(M’,S’) einen Vorgénger-Redex
S C M mit (M, S) hat.

(D.h. =N Schritte produzieren keine neuen T-Redexe).

Lemma 11.7. Trennbarkeit von Entwicklungen. Tl habe Eigenschaft Il.
dann kann jede Entwicklung R :: My — ... — M, aufgeteilt werden in
einen MN-Anteil gefolgt von einem —[1-Anteil.

Genauer: es gibt Reduktionsfolgen Rn :: My = Ng —o ... =R N mit
I'I(N,-, R,') (i < k) und R_p 2 Ni —Re SR Ny mit

-MN(N;, R;) (k <j < k+1) und R ist dquivalent zu Rn X R-p.
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Orthogonale Systeme

Beispiele

Beispiel 11.8.
» M(M,R) gdw R ist Redex in M. | und Il gelten.
» (M, R) gdw R ist Outermostredex in M. dann gelten
Eigenschaften | und Il: Zu |

MO M1
\) C Ro, R>, R3 Outermostredexe
RO --= R1 Sei S; der Redex in My — M;
E i ¥ Ang. nicht OM ~ In My wird
i Y durch die Reduktion von S; ein
R2 o RS(\ Redex (P) erzeugt, der Ry iiberdeckt.
M2 M3

In My —> M3 wird Ry, wieder outermost. D.h. P wird reduziert: In
M; —> M3 werden jedoch nur Reste von S, reduziert und P ist
nicht Rest da neu eingefiihrt.; . Il ist klar.

» (M, R) gdw R ist left-most Redex in M. | gilt. Il nicht immer:
F(x,b) — d,a— b,c — c:: F(c,a) — F(c,b)
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Orthogonale Systeme

Eigenschaften von Spuren

Lemma 11.10. Sei N ein Pridikat mit Eigenschaft |.
> Sei © ein Reduktionsdiagramm mit

R CMi,Ry—.—.—>Ry—.—.—> Rz ist I1 Spur.
Mo * M1
Jdo- O
RO --= R1
R2 - R
TR
Mp M3
Dann ist Ry —. —.—> Ry — . — . —> Ry iiber My ebenfalls eine I
Spur
» Sind R, R’ dquivalente Reduktionsfolgen von My nach M.
S C My, S’ C M Redexe, so dass eine N-Spur S —. —. —> S’ via‘R
existiert. Dann gibt es eine eindeutige N-Spur S — . — . —> 5’ via
R
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Orthogonale Systeme

Nachfolger von Redexe (Reste)

Definition 11.9. Spuren in Reduktionsfolgen:

> SeiR 1 My — My — ... Reduktionsfolge. Sei M; fest und
L; € M; (i > j) (sofern M; existent) Redexe mit
L—.—
Die Folge £ = (Lj+i)i>o ist eine Spur von Nachfolgern (Reste) von
Redexe in M;.

> £ heiBt N-Spur, falls i > j O(M;, L;).

» Sei R eine Reduktionsfolge, Tl Pradikat. R ist MN-fair, falls R keine
unendlichen M-Spuren enthilt.

. j+1—.—.—>....

Ergebnisse aus Bergstra, Klop :: Conditional Rewrite Rules: Confluence
and Termination. JCSS 32 (1986)

/]|
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Orthogonale Systeme

Hauptsatz von O'Donnell 77

Satz 11.11. Sei N Pradikat mit Eigenschaften I,1l. Dann ist die Klasse
der MN-fairen Reduktionsfolgen abgeschlossen gegentiber Projektionen.

Beweisidee:
MO — M1 — Mk —=Mk+1------ - Ml —
i Pi
Pi‘ Pl -Pi
-Pi A|(+1J
S * Pl Ak — Bk 3 Pk+1
‘ Qk+1
-Pi
. Bk, Rk+1 RI
NO — N1 — Nk —:Nk+1 ...... =Nl —

Rt My — ... sei M-fair und R’ :: Ny = eine Projektion.(Ry;) Spur.
Vk3A. My l> Ak il> Ny aquivalent zur vollstindigen Entwicklung

My —> Ny. Bei dieser Umordnung sind die beiden Ableitungen zwischen
Ni und Ny dquivalent. Insbesondere bleiben 1-Spuren erhalten.

Ergibt eine Stufenform: Ay — Bx+1 — Ak+1 — Bkyo — ...

L]
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Orthogonale Systeme

Beweis Hauptsatz

Diese Stufen treffen 2R nach endlich vielen Stufen etwa in M,. Sonst
wiirde R eine unendliche Spur von S Reste mit Eigenschaft I1 enthalten.

Angenommen R’ ist nicht I1 fair. Es enthalte eine unendliche Spur
Ry, ...; Rkt1... die von Nj aus startet.

Es gibt M-Vorganger P, C A, vom lM-Redex Ry C N, d.h mit M(Ag, Pk).
Dann kann die M-Spur Py —. — . —> Ry —. — . —> Ry via Biy1
geliftet werden zu M-Spur Py — . — . —=> Qi1 — . — . —=> Riag.

Iteriert man diese Konstruktion bis M;, so erhalt man einen Redex P, der
Vorganger von R ist mit M(M,, P;). Diese Argument kann nun mir R4
fortgesetzt werden.

Somit ist R nicht MN-fair.4.
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Folgerungen fiir orthogonale Systeme

Satz 11.13. Sei N(M, R) gdw R ist outermost Redex in M.

» Die fairen outermost Reduktionsfolgen sind terminierend, wenn sie
von einem Term mit einer Normalform starten.

> Parallel-Outermost ist normalisierend fiir orthogonale Systeme.

Beweis: Hat t eine Normalform, so gibt es keine unendliche [-faire
Reduktionsfolge die mit t startet.

Sei Rt —t; — ... — unendlich N-fair und R =t —t] — ... > ¢t
Normalform.

R enthilt unendlich viele outermost Reduktionsschritte (sonst ware sie
nicht M-fair). Dann ist aber auch R, /R’ unendlich. .

Beachte: Der Satz gilt nicht fiir LMOM-Strategie: Eigenschaft Il ist nicht
erfillt. Betrachte hierfiir a — b,c — ¢, f(x, b) — d.
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Folgerungen

Lemma 11.12. Sei R :: My — My — ... eine unendliche Reduktionsfolge
mit unendlich vielen outermost Redex-Reduktionen. S C My ein Redex.
Dann ist auch R =R /{S} unendlich.

Beweis: Angenommen R’ sei endlich der Lange k. Sei | > k und R; der
Redex bei der Reduktion von M; — M4

e Ist R, outermost, so kann M; = M;_; nur dann leer sein, wenn R; eines
der Reste von S die in R, reduziert worden ist. Somit hat PR, ein
Schritt weniger als R;.

e Andernfalls ist R, echt enthalten in Rest von S welcher in R, reduziert
wird.

Da aber R unendlich viele outermost Redex-Reduktionen enthalt muss
Ry leer werden. Somit stimmt R’ mit R ab einer Stelle tiberein ist somit
auch unendlich.
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Folgerungen fiir orthogonale Systeme

Definition 11.14. Sei R orthogonal, | — r € R heiBt linksnormal, falls in
I alle Funktionssymbole von den Variablen vorkommen. R ist linksnormal,
falls alle Regeln in R linksnormal sind.

Folgerung 11.15. Sei R linksnormal dann gilt:

> Faire leftmost Reduktionsfolgen sind terminierend fiir Terme mit
Normalformen.

» Die LMOM-Strategie ist normalisierend.

Beweis: Sei (M, L) gdw L ist LMO-Redex in M. Dann gelten
Eigenschaften | und II. Fir |l bendtigt man linksnormal.

Nach Satz 11.2 sind [-faire Reduktionsfolgen abgeschlossen unter
Projektionen. Aus Lemma 11.4 folgt wie eben die Behauptung.
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Orthogonale Systeme
. _______________________________________________________________________________________________________________|

Zusammenfassung

Eine Strategie heiBt ewig falls sie unendliche Reduktionsfolgen erzeugen
kann.

Strategie Orthogonale LN-Ortogonal Orthogonal-NE

Strategien und Ableitungslangen
_________________________________________________________________________________________________________________|

Beispiele

Beispiel 11.18. Lidngen von Ableitungen:

» Variablenerhaltend:
R f(x,y) — g(h(x),y),&(x,y) = I(x,y),a — ¢,b—d.

LMIM e e en ] ;
Betrachte den Term f(a, b) und seine Ableitungen.
PIM e e en Alle Ableitungsfolgen sind gleich lang.
» Variablenvermehrend (non erasing):
LMOM n en R : f(x,b) — g(x,x),a— b,c — d.
Betrachte den Term f(c, a) und seine Ableitungen.
POM n n en Innermost Ableitungsfolgen sind kiirzer.
FSR nc nc enc
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Strategien und Ableitungsldngen

Klassifikation von TES nach Vorkommen von Variablen

Definition 11.16. Sei R TES, Var(r) C Var(!) fir
I —reR,xe Var(l).

> R heiBt variablenreduzierend, falls fiir alle | — r € R, |l|x > |r|x
R heiBt variablenerhaltend, falls fiir alle | — r € R, |l|x = |r|x
R heiBt variablenvermehrend, falls fiir alle | — r € R, ||, < |r|x

> Sei D[t,t'] eine Ableitung von t nach t'. |D[t, t']| sei die Linge der
Reduktionsfolge. D[t, t'] ist optimal falls sie minimale Lange unter
allen Ableitungen von t nach t’ hat.

Lemma 11.17. Sei R orthogonal variablenerhaltend. Dann bleibt in
jeder Reduktionsfolge jeder Redex erhalten, es sei denn er wird reduziert.
Jede Ableitungsfolge ist optimal.

Beweis: Austauschtechnik: Reste bleiben Reste soweit sie nicht reduziert
werden, d.h. Reduktionsschritte kdnnen ausgetauscht werden.

/]|
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Strategien und Ableitungsliangen

Weitere Ergebnisse

Lemma 11.19. Sei R iberlappungsfrei, variablenvermehrend. Dann
bleibt ein innermost Redex solange erhalten bis er reduziert wird.

Satz 11.20. Sei R orthogonal variablenvermehrend (ne). Sei D[t, '] eine
Ableitungsfolge von t zu seiner Normalform t' die nicht innermost ist.
Dann gibt es eine innermost Ableitung D'[t, t'] mit |D'| < |D|.

Beweis: Sei L(D) = Lange der Ableitung von der ersten nicht innermost
Reduktion in D nach t'.

Induktion nach L(D) 1t — 17 — ... = ¢ A it

Sei i diese Stelle.

S ist nicht innermost und t; enthalt innermost Redex S; der spater

reduziert werden muss, etwa bei Reduktion von t;. Betrachte die
<
. S;
Reduktionsfolge D't —t; — ... — t; =t N

ID'| < |DJ,L(D') < L(D) ~ es gibt Ableitung D’ mit L(D') = 0.

L]
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Strategien und Ableitungslingen

Weitere Ergebnisse

Satz 11.21. Sei R iiberlappungsfrei, variablenvermehrend. Je zwei
innermost Ableitungen zu einer Normalform sind gleich lang.

Klar da innermost Redexe disjunkt sind und erhalten bleiben solange sie
nicht reduziert werden.

Folgerung: R orthogonal variablenvermehrend. Dann sind innermost
Ableitungen optimal. Insbesondere ist LMIM optimal fiir solche Systeme.

Beispiel 11.22. Gibt es mehrere outermost Redexe so hiangt die Lange
der Ableitungsfolgen von der Wahl der Redexe ab. Betrachte:

f(x,c) — d,a— d,b — c und die Ableitungen:

f(a, b) — f(d,b) — f(d,c) — d bzw. f(a,b) — f(a,c) — d

~ Strategie Variablenverzégerung. Bleibt ein outermost Redex nach
einer Reduktion nicht outermost, so liegt er unterhalb einer Variablen
eines bei der Reduktion entstandenen Redexes. Léscht diese Regel gerade
diese Variable, so muss der Redex nicht reduziert werden.
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Berechenbare Strategien

Definition 11.25. Eine Reduktionsstrategie & ist berechenbar, falls die
Abbildung & : Term — Term mit t = &(t) rekursiv ist.

Beachte: Die Strategien LMIM, PIM, LMOM, POM, FSR sind
polynomial berechenbar.

Frage: Gibt es eine einschritt berechenbare normalisierende Strategie fiir
orthogonale Systeme ?.

Beispiel 11.26.

> (Berry) CL-Kalkiil erweitert um Regeln
FABx — C,FBxA — C, FxAB — C ist orthogonal, nicht
links-normal. Welches Argument wihlt man zur Reduktion von
FMNL aus? Jedes Argument kann nach A bzw B ausgewertet
werden, dies ist aber unentscheidbar in CL.

» Betrachte or(true,x) — true, or(x, true) — true + CL.
Parallel Auswertung scheint notwendig zu sein!
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Strategien und Ableitungsldngen

Weitere Ergebnisse

Satz 11.23. Sei R iiberlappungsfrei.

> Sei D eine outermost Ableitung und L ein nicht-variablen outermost
Redex in D. Dann bleibt L ein nicht-variablen outermost Redex bis
er reduziert wird.

> Sei R linear. Zu jeder outermost Ableitung D|t, t'],t' Normalform,
gibt es eine variablenverzégernden Ableitung D[t, t'] mit |D'| <|D|.
Somit sind variablenverzégernden Ableitungen optimal.

Satz 11.24. Ke Li. Folgendes Problem ist NP-vollstindig:

Eingabe: Ein konvergentes TES R, Term t und D[t,t |].
Frage: Gibt es eine Ableitung D'[t,t |] mit |D’| < |D).

Beweisidee: Reduziere 3-SAT auf dieses Problem.
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Strategien und Ableitungsliangen

Berechenbare Strategien: Gegenbeispiel

Beispiel 11.27. Signatur: O-stellig: S, K,S’, K’, C,0,1
I-stellig: A, activate 2-stellig: ap,ap’  3-stellig: B
Regeln:
ap(ap(ap(S,x),y),z) — ap(ap(x,y), ap(y, 2))
ap(ap(K,x),y) — x
activate(S’) — S, activate(K') — K
activate(ap’(x,y)) — ap(activate(x), activate(y))
A(x) — B(0, x, activate(x)), A(x) — B(1, x, activate(x))
B(0.x.5) = C, B(Lx,K —C, Blx,y.2)— Aly)
Terme: Ausgehend von Terme der Form A(t) wobei t aus S', K’ und ap’
gebildet wird.
Behauptung: R ist konfluent, hat aber keine berechenbare einschritt
Strategie die normalisierend ist.
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Strategien und Ableitungslingen

Eine sequentielle Strategie fiir paror Systeme

Beispiel 11.28. Seien f,g : N™ — N rekursive Funktionen. Definiere
Reduktionssystem R auf N x N mit Regeln:

v

(x,¥) = (f(x),y) falls x,y >0

(x,y) — (x,g(y)) falls x,y >0

(x,0) — (0,0) falls x >0

(0,y) — (0,0) fallsy > 0

Offenbar ist R konfluent. Einzige Normalform ist (0,0) und fiir x,y > 0,
(x,y) hat Normalform gdw. 3n.f"(x) =0V g"(x) = 0.

Eine einschritt Reduktionsstrategie muss wahlen zwischen der
Anwendung von f bzw. g auf erste bzw. zweite Argument.

Eine solche Reduktionsstrategie kann nicht erst Nullstellen von f"(x)
bzw. g"(y) berechnen um das gewiinschte Argument zu wihlen. Man
wiirde erwarten, dass es geeignete Funktionen f und g gibt, fiir die es
keine berechenbare Einschrittstrategie gibt. Dies ist aber nicht der Fall.

v

v

v
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Strategien und Ableitungslangen

Berechenbare Strategien

Satz 11.30. Kennaway (Annals of Pure and Applied Logic 43(89))
Fiir jedes orthogonale System gibt es eine berechenbare sequentielle
normalisierende Reduktionsstrategie.

Definition 11.31. Standard Reduktionsfolgen

Sei R :: tg — t; — ... eine Reduktionsfolge im TES R. Markiere in jedem
Schritt in R alle Top-Symbole von Redexe die links vom reduziertem
Redex vorkommen. SR ist eine standard Reduktionsfolge falls kein Redex
mit markiertem Top-Symbol reduziert wird.

Satz 11.32. Standarisierungssatz fiir links-normale orthogonale TES.
Sei R LNO.

Giltt 5 s, so gibt es eine standard Reduktion in R mit t Sers.
Insbesondere ist LMOM normalisierend.
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Strategien und Ableitungsldngen

Eine sequentielle Strategie fiir paror Systeme

Es gibt eine effektive Einschrittreduktionsstrategie die normalisierend ist.

Lemma 11.29. Sei (x,y) € N x N. Dann gilt:

> x < y:: Fiir ein n gilt entweder f"(x) = 0, oder f"(x) > y oder es
gibt i < n mit f"(x) = f(x) # 0. Wihle n minimal mit diese
Eigenschaft. Die Alternativen schlieBen sich aus. Trifft eine der
beiden ersten so &(x,y) = L sonst R

> x > y:: Fiir ein n gilt entweder g"(y) = 0, oder g"(y) > x oder es
gibt i < n mit g"(y) = g'(y) # 0. Wéhle n minimal mit diese
Eigenschaft. Die Alternativen schlieBen sich aus. Trifft eine der
beiden ersten so &(x,y) = R sonst L

» Behauptung: & ist eine berechenbare Einschrittreduktionsstrategie
fir R die normalisierend ist. (Beweis: Ubung)
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Sequentielle Orthogonale TES

Beispiel 11.33. Fiir applikative TES:: PxQ — xx,R — S, Ix — x
Betrachte R :: PR(IQ) — PRQ — RR — SR
Es gibt keine standard Reduktion von PR(IQ) nach SR

Fakt: A\-Kakil und CL-Kalkil sind sequentiell, d.h. es wird stets Redex
reduziert der notwendig zur Berechnung der Normalform ist.

Definition 11.34. R sei Orthogonal, t € Term(R) mit Normalform t |.
Ein Redex s C t ist ein notwendiger Redex, falls in jeder
Reduktionsfolge t — ... — t | ein Rest von s reduziert wird.
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Sequentielle Orthogonale TES: Call-by-need

Satz 11.35. Huet- Levy (1979) Sei R Orthogonal
» Sei t mit einer Normalform aber reduzibel , so enthilt t einen
notwendigen Redex
> “Call-by-need” Strategie (notwendige Redexe) ist normalisierend
> Faire notwendige-Redexe Reduktionsfolgen sind terminierend
Lemma 11.36. Sei R orthogonal, t € Term(R), s,s’ Redexe in t mit

s C s'. Ist s notwendig, so auch s’.
Insbesondere:: Ist t nicht in Normalform, so ist ein outermost Redex

notwendig.

Sei C[..., ..., ...] ein Kontext mit n-Plitze (L6cher), o eine Substitution
der Redexe sy, ...,s, in Platze 1,...,n. Das Lemma impliziert folgende
Eigenschaft:

vCl..., ..., ...] in Normalform, Vo 3i.s; notwendig in Clsy, ..., s,].
Welches s; notwendig ist, hdngt von ¢ ab.

=] = =

Prof. Dr. K. Madlener: Formale Spezifikations- und Verifikationstechniken: Einleitung 381

Gleichungskalkiil und Berechenbarkeit
0000000000000 00000000000000

Reduktionsstrategien .
0000000000000 0000000000000000000000C

Sequentielle Orthogonale TES: Call by Need

Beispiel
F F
AW a2
X A C vy
G
/ \ A Ist nicht stark sequentiell F(G(1,2),F(G(3,4),5))
D D
= =3 = = =
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Sequentielle Orthogonale TES

Definition 11.37. Sei R orthogonal.

> R ist sequentiell* gdw. VC|..., ..., ...] in normalform 3iVo.s; ist
notwendig in C[sy, ..., Sy
Leider ist diese Eigenschaft unentscheidbar

> Sei C[...] Kontext. Die Reduktionsrelation —+ (mégliche Reduktion)
ist definiert durch

C[s] —» C|[r] fiir jeden Redex s und beliebigen Term r

—3 und Reste analog definiert.

» FEin Redex s in t heit stark notwendig wenn in jeder
Reduktionsfolge t —7 ... —7 t/, wobei t' eine Normalform ist, ein
Nachfolger von s reduziert wird.

> R ist stark sequentiell falls¥C|...,...,..] in Normalform 3iVo.s;
stark notwendig.

o = = = DA
- ]
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Sequentielle Orthogonale TES: Call by Need

Starke Sequentialitat

Lemma 11.38. Sei R orthogonal.

» Die Eigenschaft Starke-Sequentialitat ist entscheidbar. Der
notwendige Index i ist berechenbar.
Beweis: Siehe Huet-Levy

> Call-by-need ist effektive Einschrittstrategie fiir solche Systeme

u]
)]
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