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43. Aufgabe: [Tautologien, Ubung]
Zeigen Sie, dass die folgenden Formeln Tautologien sind:

Ai=(@=3—-@—-Wa=y—y=4]) - ((@=3—q —(e=3—=Vyla=y—y=4))

Ay =V2Vzlp(x)] — p(f(a,b))
A3 =3PVQIP — (Q A1) — PVr]
aq = 3PI[P)]

44. Aufgabe: [Substitution, Ubung]

1. Finden Sie eine Formel A, einen Term ¢ und eine Individuenvariable z, so dass die
Substitution A,[t] erlaubt ist, A, [t] allgemeingiiltig ist, aber A nicht allgemeingiil-
tig ist.

2. Gegeben sei die Substitution o aus Aufgabe 47. Wenden Sie diese Substitution auf
die folgenden Terme und Formeln an:

A = (2 <3 pla1))
Ap = 3Jx[z =0V P(x3)]
Ag = Va[-z = 0]

Ay =Vai[~21 =0 —p

45. Aufgabe: [Semantische Folgerung, Ubung]
Es sei A € Form. Zeigen oder widerlegen Sie:

1. Es gilt Jyvx A | Va3dy A.
2. dyVax A folgt logisch aus Vax3dy A.
3. Aus Vz f(z) = g(x) folgt f = g logisch.

46. Aufgabe: [Tautologien PL, 5P]
Zeigen Sie, dass die folgenden Formeln Tautologien sind:

Ay =¥23P[P(x) V& = f(a)] = (Q(y, 2) — ¥aAP[P(x) V. = f(a))
Ay = Valg(@)] — q(h(gla, F(1)).b, f(c)))
Ay =Vz[n(a = f(2) — p(f(2))) — (p(f(2)) — = = f(2))]



Ay =3P[P — qVr]

47. Aufgabe: [Substitution, 10 P]
Die Substitution o sei durch

o(z1)=x+3 2

o(xg) =3 — (z+z1)-2

o(xg) =42

o(1) = f(a, (b))

o(zs) =if (x> 3) then 5 else 3
€

gegeben. Wenden Sie ¢ auf die folgenden Formeln an. Geben Sie jeweils mit an, ob die
Substitution erlaubt ist.

Al =21 > 13

Ay =Va[r =42 — (x4 = 3)]
Ay = Fylf(y) = 0 — Vafe > o]
Ay =p(xy) VVz[z + 3 > 26]

As =Vz[rs =5 — x> 3|

Ag =3 < x4 VVy[py) Vy=3]
A7 =Vas[xs = 42]

48. Aufgabe: [wichtige Sétze, 6 P]
Zeigen Sie:

1. {Vz[3 -z > 4], Jz[p(x)
- {p(a),p(z +3) — Jy

—

(3 + O} F Vald2 > 2] — Jafp(e)
>p(e+3),pVae,pl+3)) F3yly > ple+3)]
3. {Vz[3 -z > 4], Fz[p(x)],q(3+4)} = Vy[Vz[42 > =] — Fz[p(x)]]

- AV~ (p(e) = Fyla(f(z, 2)DI} = ~(Vylpw)] — o(f (2, 2)))

5. T, A -Bgdw. T, B = -A

Hinweis: Benutzen Sie fiir 5. nicht das Deduktionstheorem und keine Wertetabelle und
schreiben Sie nicht , gilt laut Vorlesung*.
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Abgabe: bis 1. Juli 2009 10:00 Uhr im Kasten neben Raum 34/401.4



zu Aufgabe43:

Ai=(@=3—-(g—-Wa=y—y=4)) - ((a=3-9¢) = @=3-Va=y—y=4])
Diese Formel entsteht aus (p — (¢ — r)) — ((p — q) — (p — r)), indem p
durch Yz3P[P(z) Vz = f(a)] und g durch Q(y, z) ersetzt wird. Diese Formel ist
bekanntermafien eine Tautologie und nach dem Tautologie-Theorem ist A; dann
auch eine Tautologie.

4y = Y¥alp(@)] — p(f(@,5)) :
Ay ist Va2V [A] — A.[t] mit A = p(x,y) und t = f(a,5), was nach Folgerung 3.18
(Folie 178) allgemeingiiltig ist.

A3 =3PVQIP — (QAr) = PVr] :

Hier wenden wir die Quantorenelimination an: Es gilt

As =3PVQ[P — (QAr) - PVr

]
FANQRIW = (QAr) = WVr)) v (VQF — (QAr) — FVr])
EVQIW — (QAr) = WVr)V((F— (WAr) - FVr)AN(F— (FAr)—FVr))
FAVRW = (QAT) = WV r)) v (WAW)
FHAVRW — (@ Ar) = WVr) vV

==
W ist eine Tautologie, also muss As ebenfalls eine Tautologie sein.

ay =3P[P] :
Auch hier wenden wir die Quantorenelimination an: Es gilt

A, =3P|[P]
= WV F
=W,

zu Aufgabe44:

1. Ein einfaches Beispiel ist A = ¢ = y und ¢ = y. Dann ist A natiirlich nicht
allgemeingiiltig, aber die Substitution A,[t] ist erlaubt und A[t] = y = y ist
allgemeingiiltig.

2. Gegeben sei die Substitution o aus Aufgabe 47. Wenden Sie diese Substitution auf
die folgenden Terme und Formeln an:

A= (@ <3—p(z1) 0(A)= (@ <3—ple+3-2))
e Die Substitution ist erlaubt, weil es keine Quantoren gibt.
Ay =dz[x =0V P(x3)] e o(Ay) =3Iz =0V P(42)]
e Die Substitution ist erlaubt, da x in o(x3) nicht vorkommt.
As =Va[-z1 =0] e 0(A3) =Vz[-x+3-2=0]
e Die Substitution ist nicht erlaubt, da x innerhalb des Wirkungsbereichs
des Quantors eingefiigt wird.



Ay =V~ =0 —p o o(Ay) =Vai[-21=0] —p
e Die Substitution ist erlaubt, da sich nichts &ndert. Fiir 1 muss nichts
eingesetzt werden, da x; gebunden ist.

zu Aufgabe45:
1. JyVz A | VzIy A:

Diese Aussage ist korrekt. Es sei I = (D, I, 1I,) eine Interpretation und I =
Jy¥zr A. Dann gibt es ein d € D mit I¥¢ = Vo A. Also gilt fiir alle ' € D
(1v-dysd = A
Ist =y, so ist (I¥%)®? = [%? Es folgt I*? = A fiir alle d’ € D. Insbesondere
gilt I*% |= A. Da x = y gilt, folgt (wegen (I%%)vd = [%4) auch (I*4)¥? = A fiir
alle d’ € D.
Ist dagegen x # y, so ist ([y’d)x’d/ = (Ix’d/)y’d fiir alle d € D. Also ist auch hier
fiir alle d’ € D die Interpretation (I%% )% ein Modell von A.

In beiden Fillen gilt also (I%%)¥4 |= A fiir alle d’ € D. Dies bedeutet aber I*% =
Jy A wieder fiir alle d’. Daher gilt I = Vaz3y A.

2. JyVx A folgt logisch aus Vady A
Ob die Aussage stimmt oder nicht hingt von A ab.

a) A =z = x. Hier stimmt die Aussage. (klar)

b) Mit A = x = y ist dagegen die Aussage falsch. (Betrachte eine Interpretation
mit zweielementigem Definitionsbereich.)

Im Allgemeinen folgt aus Va3y A nicht logisch JyVx A. (Das ,nicht“ bezieht sich
auf ,folgt“ und nicht auf ,logisch“).

3. Vx f(x) = g(z) folgt f = g logisch
Da f = g gar keine Formel ist, kann f = g auch nicht aus Vz f(x) = g(z) logisch
folgen.

zu Aufgabe46:

Ay = Va3P[P(x) V& = f(a)] — (Q(y,2) — YAP[P(x) v & = [(a)]) -
Diese Formel entsteht aus p — (¢ — p), indem p durch Yx3P[P(z) V x = f(a)]
und ¢ durch Q(y, z) ersetzt wird. Diese Formel ist bekanntermaflen eine Tautologie
und nach dem Tautologie-Theorem ist A; dann auch eine Tautologie.

Ay =Vzlg(z)] — q(h(g(a, f(b)),b f( )
Es gilt Ay = Vz[g(z)] — (q(2))_ [M(g(a, f(b)),d, f(c))], also Va[A] — A,[t] mit
A =q(z)und t = h(g(a, f(b)),b, f(c)). Dlese Formel ist nach Folgerung 3.18 (Folie
178) allgemeingiiltig.

Ay =Vz[-(z = f(z) — p(f(2)) = (p(f(2) = 2= f(2))] :
=(p — q) — (¢ — p) ist eine aussagenlogische Tautologie. Mit dem Tautologie-
Theorem ist dann auch —(z = f(z) — p(f(z))) — (p(f(x)) — = = f(z)) eine
Tautologie und diese ist wegen des Generalisierungstheorems logisch dquivalent zu
Az, weil z in der Formel nicht vorkommt.



Ay =3P[P —qVr] :
Hier wenden wir die Quantorenelimination an: Es gilt
Ay =3P[P — qVr]
FAW —qVr)V(F —qVr)
E(W —-qVr)VW
W,

W ist eine Tautologie, also muss A4 ebenfalls eine Tautologie sein.

zu Aufgabe4T7:
Al =x1 > 23 :
e 0(A))=(x+3-x)>42
e Die Substitution ist erlaubt, da kein Quantor in A; vorkommt.
Ay =Vz[r =42 — =(x4 =3)] o 0(A2) =Vz[r =42 — —=(f(a,g(b)) = 3)]
e Die Substitution ist erlaubt, da x nicht in o(x4) vorkommt.
As =Fy[f(y) =0 = Va[z > x3]] e 0(A3) =Ty[f(y) =0 — Vz[z > (3— (z+ x1))]]
e Die Substitution ist nicht erlaubt da x in o(x3) vorkommt und dieses am Ende
in 0(As) gebunden ist..
Ay =p(r) VVz[z +3 > x6]  ® 0(Ay) =p(x1) VVa[z +3 > g(y x 2)]
e Die Substitution ist erlaubt. In o(z1) kommt zwar x vor, aber es ist am Ende
nicht im Wirkungsbereich des Quantors.
As =Vz[zs =5 —a >3] e o(As) =Ve[(if (x > 3) then 5else3) =5 — x > 3]
e Die Substitution ist nicht erlaubt, x kommt in o(x5) vor.
Ag = w3 <xaVVylp(y) Vy =3 e o(Ag) =42 < f(a,9(b)) VVylp(y) Vy = 3]
e Die Subsituition ist erlaubt, es wird nur aulerhalb des Quantors ersetzt.
Ay =Vaz[zs =42] e 0(Ay) =Vagz[rs = 42]
e Die Subsituition ist erlaubt, da hier keine freie Variable vorkommt, also gar
nichts ersetzt wird.
zu Aufgabe48:
Fiir die hier verwendeten Sitze, Aquivalenzen etc. siche Folien 181ff.
1. {Vz[3 -z > 4],3z[p(z)],q(3 +4)} = Vx[42 > z] — Fz[p(z)]:
Mit dem Deduktionstheorem ziehen wir den ersten Teil der rechten Formel in die
Menge und erhalten dann {--- ,3x[p(x)], - } E Jz[p(x)], was offensichtlich gilt.
2. {p(a),p(x +3) = 3yly > plz +3),pV ¢,p(x + 3)} = 3yly > p(z + 3)]:
Modus-Ponens auf p(x + 3) und p(z + 3) — Jy[y > p(x + 3)] angewendet ergibt
die Behauptung.
3. {Vz[3 -z > 4], 3z[p(x)],q(3+4)} = Vy[Vz[42 > z] — Jz[p(x)]]:
Die rechte Formel ist eine Generalisierung der Formel aus 1. Diese Regel ist an-
wendbar, weil y in Vz[42 > 2| — Jz[p(x)] nicht (frei) vorkommt.



4. Va[~(p(z) — Jylg(f(z,2))])] & ~(Vylp(y)] — q(f(z,2))):

Wegen des Ersetzungstheorems gilt

Va[=(p(z) — Jyla(f(z, z))])]
F=Va[=(p(x) — =Vyl=q(f (2, 2))])]-

y kommt in —¢(f(x,x)) nicht frei vor, also liefert die Generalisierung

Va[=(p(z) — Jylg(f(z, z))])]
FVa[-(p(z) — ——q(f(z, 2)))].

Man beachte, dass hier nur = statt == gilt. Weiter geht es wieder mit dem
Ersetzungstheorem:

Vo[=(p(z) — ==q(f (=, )))]
) —

F=ve[=(p(r) — ¢(f (2, 2)))]
F=m3e[=(p(e) — q(f (2, 2)))]
F=-3zlp(2) — q(f(z,2))]

F==(Vylp(y)] — a(f (2, 2))).

5. A -B gdw. I, B | -A:
I', A = =B gilt genau dann, wenn I', A, B unerfiillbar ist. Dies wiederum ist genau
dann der Fall, wenn I', B = —A.



