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7. Aufgabe: [Logische Aquivalenz, Erfiillbarkeit, Ubung]
Seien p, g, und s aussagenlogische Variablen und A, B, C' Formeln. Zeigen Sie:

L A{ppVag,p—sr—qtFq—p
{p,pvVap—sr—qlEs

A= ~(-4))

ANBAC) == (AAB)AC

AN(BVC) == (AAB)V (AAC)

~(AAB) == (~AV =B) und ~(AV B) == (~A A -B)
7. A— BlE= (~A)VB

Welche verschiedenen Moglichkeiten gibt es, die obigen logischen Aquivalenzen zu zeigen?

> v W

8. Aufgabe: [semantische Folgerung, 4P|
Zeigen oder widerlegen Sie:

L{pANgqg—r}ET

{p.pNg,p—(g—r)qV-rtEq—r
{p,pNg,p—r,gA—rr — 5, (mgVrV=os) = plE(@—=1r) APV (r—71))
{p,p—mrrv-gtEp—(¢—p
FlEq—=pAN((sA=(sV((gnr)—p))))

FEp—-p

YEpsmit ¥ :={AecFlA=(pi— pix1 = (.. = (pj—-1 = pj).. )N}, 4,j € N
und alle p,, atomar.
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9. Aufgabe: [Deduktionstheorem, 4P]
Zeigen Sie die folgende Variante des Deduktionstheorems:

{41,..., A} = B gdw. (A1 A ... AN Ay,) — B eine Tautologie ist.

10. Aufgabe: [Kompaktheitssatz, 4P|
Zeigen Sie, dass die folgende Menge erfiillbar ist:

Y= {p1 Vp2,—p1 V -2 V-3, p2 V p3,p2 V —p3 V T4, ...}
= {pi Vpip1li € N} U {=p; V =pit1 V —piyali € N}



11. Aufgabe: [Kompaktheitssatz, 2P]

Sei 3 C F eine unendliche Menge aussagenlogischer Formeln und seien 31, ¥9, 33, . ..
erfiillbare Teilmengen von X, so dass fiir jede endliche Teilmenge ¥’ C 3 ¥/ C ¥; fiir ein
1 > 0 gilt. Ist X erfiillbar? Beweisen Sie Thre Behauptung.

Abgabe: bis 6. Mai 2009 10:00 Uhr im Kasten neben Raum 34/401.4



zu AufgabeS8:

1.

{pNq,q — r} = r: Die Folgerung gilt genau dann, wenn {p A ¢,q — r,—r} un-
erfillbar ist (siehe z.B. Folie 28). Eine erfiillende Belegung miisste aber ¢ = 1
belegen (wegen p A ¢) und damit auch r = 1, wegen ¢ — r. Dann kann sie aber —r
nicht mehr erfiillen. Dass die Menge unerfiillbar ist, kann man sich auch mit einer
Wertetabelle klarmachen.

AppANg,p—(q—71),qV -1} = q— r: Hier kann die Modus-Ponens-Regel an-

gewendet werden (Folie 29): Es gilt schon {p,p — (¢ = r),} Eq— .

AP, pANGp— T gNorr — 5,(2qV TV as) —pt E (@ = 1) A(pV (r — 7)) Die

Menge ist schon unerfiillbar, da zur Erfiilllung der ersten, dritten und vierten Formel
p, r und —r gelten miissten. Aus einer unerfiillbaren Menge konnen alle Formeln
gefolgert werden, da es ja keine erfiillenden Bewertungen fiir die Menge gibt, also
alle erfiillenden Bewertungen auch die gefolgerte Formel erfiillen (Folie 28). Al-
ternativ kann man auch argumentieren, dass fiir eine unerfiillbare Menge 3 auch
Y U {—A} unerfiillbar ist.

Ap,p—r,rV-q} Ep— (¢ — p): Die rechte Formel ist eine Tautologie, also von

jeder Belegung erfiillt. Damit folgt sie auch aus jeder Menge.

. FlEq—-pAN(=(sAh=(sV((gAT) — p)))): Die Formel ist ja in F enthalten,

also muss jede F erfiillende Belegung auch die Formel erfiillen. Auflerdem ist F' ja
unerfillbar, also kann man alles daraus folgern.

6. F' = p — —p: Siehe oben.
7. Y Epsmit ¥:={AecFlA=(pi— Pi1 = (... = (pj=1 —pj)-.)))}, 4,5 €N

und alle p, atomar.: ¥ enthilt unter anderem auch jedes Atom p,, die demnach
alle mit 1 belegt werden miissen. Die Implikationen sind dann auch alle wahr, so
dass die Menge genau von der Belegung ¢(p,) = 1 fir n € N erfiillt wird. Diese
erfiillt natiirlich auch p3. Alternativ kann man auch mit der Modus-Ponens-Regel
argumentieren: Die Menge enthélt po und p2 — ps, also ist p3 eine semantische
Folgerung.

zu Aufgabe9:

Die Aussage wird mit vollstdndiger Induktion iiber die Anzahl der Formeln in der Menge
gezeigt:

Induktionsanfang: Die Behauptung {A:} = B gdw. A; — B eine Tautologie ist folgt

direkt mit ¥ = () aus dem Deduktionstheorem in der Vorlesung.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir alle Mengen mit n Formeln.

Induktionsbehauptung: Dann gilt die Behauptung fiir alle Mengen mit n + 1 Formeln,

also {A1,...,Apt1} E B gdw. (A1 A ... A Apt1) — B eine Tautologie ist.

Induktionsschritt: Mit dem Deduktionstheorem und der Induktionsvoraussetzung gilt

{Al, e ,An+1} ): B gdW {Al, NN ,An} ): An+1 — B
gdw. (A1 A ... ANAy) — (Ape1 — B) ist Tautologie.



Mit den De Morganschen Regeln und A — B == =AV B (Folie 34) folgt nun

(Al/\.../\An)—>(An+1—>B) )::1 —\(Al/\.../\An)\/(—\An_H\/B)
E= (A1 A...ANA,NAp1)V B)
E= (AiA...ANApt1) — B.

zu AufgabelO:

Laut Kompaktheitssatz (Folie 31) geniigt es zu zeigen, dass jede endliche Teilmenge von
3. erfiillbar ist. In diesen endlichen Teilmengen kommen nur endlich viele Formeln und
daher auch nur endlich viele Atome vor. Deshalb kann eine Induktion tiber den gréfiten
Index n eines Atoms in der Teilmenge gefithrt werden:

Induktionsanfang: Die leere Menge und die Menge {A4; V Az} sind erfiillbar, damit ist
die Aussage fiir n < 2 gezeigt.

Induktionsvoraussetzung: Alle endlichen Teilmengen von 3, bei denen der gréfite Index
eines Atoms n ist, sind erfiillbar.

Induktionsbehauptung: Dann sind alle endlichen ¥ C ¥, in denen n + 1 der grofite
Index eines Atoms ist, erfiillbar.

Induktionsschritt: Sei ¥’ eine solche Teilmenge mit hochstem Index n + 1. Dann ist
¥ := {A € ¥'|pp4+1 kommt nicht in A vor} nach Induktionsvoraussetzung erfiill-
bar. Wenn ¢ die erfiillende Belegung fiir ¥” ist, dann sei ¢’ wie folgt definiert:

(Pl(pi) = (P//(pi), falls i <n

1, falls ¢"(pp, =0
Spl(pn—&-l) = { ( )
0, sonst.

Fir ¢ < nist ¢'(p;) = ¢"(pi), also erfillt ¢’ auch ¥”. AuBlerdem erfiillt es auch
Pn NV Ppy1 und —pp_1V 2Py V Ppi1, da immer eines der Atome p,, und p,,1 erfillt
sind. Damit ist ¢’ eine erfiillende Belegung von Y'.

zu Aufgabell:

Jede endliche Teilmenge >’ C X ist in einer erfiillbaren (Teil-)Menge %; enthalten, muss
also selbst erfiillbar sein. Damit muss nach dem Kompaktheitssatz auch ¥ selbst erfiill-
bar sein.



