R enthilt alle Regeln, die durch das folgende Regelschema gegeben sind:

AA— B
B

Man schreibt -7 A (oder kurz F A), falls A in F herleitbar ist bzw. ¥ Fr A,
(oder kurz X I A, falls A in F aus X herleitbar ist.

(Modus Ponens)

Beachte: Alle Axiome sind allgemeingiiltige Formeln, d.h. die Axiome sind kor-
rekt. Sind die Formeln A und A — B allgemeingiiltig, so ist auch B allge-
meingiiltig. Ist die Formel A allgemeingiiltig, dann ist auch Vz A (eine Genera-
lisierung) allgemeingiiltig. Deshalb folgt aus - A stets = A und aus ¥ + A folgt
Y = A Das heifit F ist korrekt!

Man kann andere Axiomatisierungen angeben. Betrachte das deduktive System
F' = (AX', R'), wobei Ax' alle Generalisierungen der Axiome Ax1,..,Ax8 um-
fasst. Die Regelmenge R’ enthalte zusiitzlich zum Modus-Ponens noch die Ge-
neralisierungsregel:

A
Vx A

Dann gilt fiir A € Form und ¥ C Form :

Fx A genau dann, wenn -z A gilt, also genau dann, wenn = A gilt und aus
Y Fr A folgt ¥ Fx A Gilt zusétzlich, dass ¥ nur abgeschlossene Formeln
enthilt, dann gilt auch ¥ F# A genau dann, wenn ¥ |= A gilt.

Fiir eine Menge I' C Form folgt wegen der Generalisierungsregel jedoch nicht
immer aus 'k A auch T’ |= A.

Denn beispielsweise gilt fiir alle einstelligen Pridikatskonstanten p zwar p(z) .z
Vz p(x), aber p(x) £ Vz p(x).

2.24 Bemerkung. Alle Formeln, die sich aus Ax1, Ax2, Ax3 und Modus-
Ponens herleiten lassen, sind allgemeingiiltig (genauer: Tautologien). Ist an-
dererseits A eine Tautologie der Aussagenlogik und entsteht A’ aus A durch

Substitution der aussagenlogischen Konstanten durch Formeln erster Stufe, so
gilt Fr A"

2.25 Beispiele.

1. b Vo (p(z) = Jy p(y))
Beweis:

By =Vz [(Vy —p(y) = —p(z)) = (p(z) = ~Vy —p(y))] (Ax3,Gen)
By =Vz ((Yy —p(y) = —p(z)) = (p(z) = ~Vy -p(y))) -
[Vz (Vy —p(y) = —p(z)) = Vz (p(z) = —Vy —p(y))] (Ax5)
= Vz (Vy —p(y) = —p(z)) = Vz (p(z) = —Vy —p(y)) (MP)
B4 =Vz Yy —p(y) — —p(x)) (Ax4,Gen)
= Vz (p(z) = Jy p(y)) (MP)



2. FrVx A— dz A.

Beweis:
FVz-A— -4 (Ax4)
F (Vz -A - —-A) - (A - -V -A) (Taut)
FA— -Vz-A (MP)
FVz A— A (Ax4)

F(Vz A— A) >
((A = —Vz —-A4) 5> (Vz A — =Vz -A)) (Taut)
F (A — =V —|A) — (V.’L' A — —Vz ﬂA) (MP)

FVzA—3dz A (MP)
3. b Vz A —» Vz A,[z], falls z nicht in A vor kommt.
Beweis:
FVz A— Az
FVz(A— Az]) = (A > Vz Ay[2]) (Ax5, Bem)
FVz (Vz A — A,[2]) (Gen)
FVz A—Vz A,z (MP)

Es soll nun der Frage nachgegangen werden, ob sich die Satze aus 2.15 auch auf
die deduktiven Systeme F und F' anwenden lassen.

2.26 Satz. Seien I' C Form, A, B € Form.

1. Deduktionstheorem:

(a) Genau dann gilt I'Fx A —» B, wenn I', A - B gilt.

(b) Genau dann gilt ' b A — B, wenn I', A b7 B gilt und die Gene-
ralisierung nicht auf eine in A frei vorkommende Variable angewandt
wurde.

(c) Genau dann gilt T, A bz B, wenn T k7 A — B gilt, wobei A ein
universeller Abschluss von A ist.
2. Generalisierungstheorem:
(a) FallsT F# A gilt und z eine Variable ist, die in I" nicht frei vorkommt,
dann gilt T -z Vz A.
(b) Genau dann gilt T' 5 A, wenn T' b5 Vz A gilt.
3. Kontrapositionstheorem: Genau dann gilt T, AFx =B, wenn I', B Fx - A
gilt.
Beweis. 1.(a).

“—=": Falls ' Fx A — B, dann gibt es dafiir einen Beweis C1C>...C, der
Form

¢, T
C, A— B
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Dann gibt es aber auch einen Beweis D1 D5 ... Dpqfiir I'y A Fx A — B, ndmlich

D, A
D, T
Dn+1 A— B

mit D =Cj fir 1 <j < n.
Somit:
B, T-HA—- B Voraussetzung
By, T,AFA— B s.o.
B; T,AFHA A ist aus A herleitbar
B, T,AFB MP(B,, Bs)

“<=": Induktion iiber die Zahl n der Beweisschritte fiir ', A+ B :

n = 1: B ist selbst Axiom oder Hypothese. Falls B ein Axiom ist oder B € T,
dann

B, THB Axiom oder Hypothese
B, THFB—(A—B) Axl
B; THA—B MP(B, B2)

Ist B= A, dann (da bz A — A (zeigen!))
B rFA—- 4

n — n + 1 : Fiir den Fall, dass B Axiom oder Hypothese ist, wurde der Beweis
bereits angegeben. Ansonsten resultiert B im Beweis fiir I'; A - B aus vorange-
gangenen Schritten durch Anwendung der Modus-Ponens-Regel. Es stellt sich
also folgende Situation dar:

Schritt j: T,AFC
Schritt k: I'AFC —> B
Schritt n+1: TAFB

mit j,k < n. Da fiir den j-ten und k-ten Schritt die Induktionsvoraussetzung
bereits gilt, erhilt man den folgenden Beweis fiir 'F A — B :

B, THFA-C nach Induktionsvoraussetzung
B, THA— (C— B) nach Induktionsvoraussetzung
By TH(A—-(C—-B)—>(A—=>C)—>(A—> B)) Ax2

By THA—- B 2mal MP
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1.(b).

Der Beweis lésst sich analog zu dem Beweis aus 1.(a). fiihren. Es muss im Beweis
“4=" beim Induktionsschritt jedoch zuséatzlich der Fall betrachtet werden, dass
der n + 1-te (letzte) Schritt im Beweis von I'; A + B durch die Anwendung der
Generalisierungsregel erfolgte, d.h.

Schritt j: T,AFC

Schritt n+1: T,AFVz C

mit B =Vz C, j <n und z kommt in A nicht frei vor. Man erhilt dann als
Beweis fir ' - A — B :

B, THFA-C nach Induktionsvoraussetzung
By, T FVz (A - C) Gen(Bl)

Da z in A nicht frei vorkommt:

B; THYz(A—-C)—= (A->Vx(C) Ax5

B, THFA—-VzC MP(B,, B;)

1.(c).
Der Beweis fiir die Variante I', A -z B genau dann, wenn I' -z A — B, wobei
A universeller Abschluss von A ist :

“<:” .
By Tk Ao B Voraussetzung
By, T, ArA—> B vgl. 1.(a)=>
By T,AFA A ist aus A herleitbar
B, T,AFVzr A Anwendung der
B; T,AFVzVx; A Generalisierungsregel bis alle freien
: Vorkommen von Variablen z; in A
Boyx T, AFA (1 < j < k) gebunden sind
Bsiks1 T,AFB MP(B,, Bs1,)

“=>": Induktion iiber die Zahl n der Beweisschritte fiir ', A B :

n = 1: B ist selbst Axiom oder Hypothese. Falls B ein Axiom ist oder B € T,
dann

B, THB Axiom oder Hypothese
B, THFB—(A—B) Axl
B; THA—> B MP(By, B2)

Ist B= A, dann (da + A — A (zeigen!)):

B, THA A
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n — n + 1 : Fiir den Fall, dass B Axiom oder Hypothese ist, wurde die Aus-
sage bereits gezeigt. Ansonsten resultiert B aus vorangegangenen Schritten im
Beweis fiir T'; A + B durch Anwendung der Modus-Ponens-Regel oder der Ge-
neralisierungsregel. Es stellt sich also eine der beiden folgenden Situationen ein:

(*) : :
Schritt j: T,AFC
Schritt k: T,AFC — B
Schritt n+1: I'JAF B
mit j, k <n oder
(3%)

Schritt j: T,AFC

Schritt n+1: T,AFVz C

mit B=Vz C, j < n.
Als Beweis fiir T' - A — B erhilt man im Fall (x):

B, THASC nach Induktionsvoraussetzung
By THA— (C— B) nach Induktionsvoraussetzung
By THFA—=(C—-B)—= (A=0)—= (A B) Ax2

By T-A—B 2mal MP

Im Fall (xx) ergibt sich folgender Beweis:

B, THASC nach Induktionsvoraussetzung
B, ThHVYz(Ad-C) Gen(By)

Da in A keine Variable frei vorkommt (also auch z nicht) :

Bs THVYz (A= 0C) = (A-VeC) Ax5

B, TFA=VzC MP(B,, B3)

2.(a).
Sei By, ..., B, ein Beweis fiir I' -z A. Zeige: T' Ve B (j =0,...,m).
Induktion nach j:

(] Bj € Ax \/

L] Bj el
B; Voraussetzung
B; =+ Vz B; Ax6, da z nicht frei in I’
Ve B]' MP
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e B; entsteht durch MP aus By und By, d.h. By = B, — B;, dann lasst
sich folgender Beweis formulieren:

Ci T'kVz By, Induktionsvoraussetzung
Cy T'FVz (B, — Bj) Induktionsvoraussetzung
C;s TF VIL‘(Bh — Bj) — (VJI By, —» Vz Bj) Ax5
04 'kVz B, — Vz Bj MP(CQ, 03)
05 'kVz B]' MP(Cl, 04)
2b.
“:’7:
By THA
By, THVz A Gen(B)
“<:”:
B, TrHVz A
B, THVzA— Aglz] Ax4, Substitution erlaubt
By THA MP(By, By)
3.

Mit der Voraussetzung +x (D — —E) — (E — —D) (Variante von Ax3 (zei-
gen!)):

“=—>": Es gelte I', A F# = B. Dann folgt aus dem Deduktionstheorem I' F» A —
—B. Ein Beweis fiir ' - B — —A ist dann:

'-A—-B
' (A— -B)— (B—-A)
T'+B—-A (MP)

Die Behauptung I', B 7 — A folgt nun mit dem Deduktionstheorem.
“«=": symmetrisch zu “=" [ |

2.27 Definition. Sei I' C Form. I heifit konsistent, falls es kein A € Form gibt,
mit TFr Aund T'F# —A.

Beachte: T ist genau dann konsistent, wenn jede endliche Teilmenge von I'" kon-
sistent ist. Ist T' inkonsistent (d.h. nicht konsistent), dann gilt T' Fx A fiir jede
Formel A.

Genau dann ist TU{—A} inkonsistent, wenn I" Fx A gilt; genau dann ist TU{A}
inkonsistent, wenn I' Fx — A4 gilt.

Ist T inkonsistent, so ist I" nicht erfiillbar: Sei ndmlich A eine Formel mit ' -+ A
und I' k7 —A und sei I eine Interpretation, die I erfiillt, dann folgt wegenI" = A
und I’ = —A, dass I sowohl A als auch —A erfiillt. Widerspruch.

Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln ist konsistent.

2.28 Satz (Godel). Volistindigkeit der Aziomatisierung: Seien A € Form,
3 C Form, dann gilt:
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1.

Aquivalent sind
e 4
o Fr Aund
L] l—]:l A.

2. ¥ ist genau dann konsistent, wenn ¥ erfiillbar ist.

3. Genau dann gilt ¥ -7 A, wenn ¥ | A gilt.

Beweis. s. Yasuhara [1971] bzw. Enderton [1972]

2.29 Definition. Sei L eine Sprache erster Stufe. I' C Formy, heifit logische
Theorie erster Stufe, falls T' abgeschlossen ist gegeniiber logischer Folgerung,
d.h. fiir alle A € Form gilt I = A genau dann, wenn A € T.

2.30 Bemerkungen. Sei L Sprache erster Stufe.

1.

T = {A | A allgemeingiiltig} ist eine Theorie. Sie ist in jeder Theorie iiber
L enthalten.

Ts, = {A| X |= A} ist eine Theorie (¥ C Form).

Angenommen Tx = A und I sei eine Interpretation, die ¥ erfiillt, dann
ist I(Tx) =1und I(4) =1,dh. X F Aund A € Tx. T ist die von ¥
erzeugte Theorie erster Stufe.

Ist T eine Theorie, dann gilt T+ A genau dann, wenn A € T.

Insbesondere: Ist T' inkonsistent, dann 7" = Form .

Sei R eine Struktur in L (d.h. es geniigt Interpretationen I = (D, I.) zu
betrachten), dann ist

Tr := {A € Form | R |= A, wobei A universeller Abschluss von A ist}

eine Theorie.

T C Form ist genau dann eine Theorie, wenn {A | F A} C T und T
abgeschlossen gegeniiber Modus Ponens ist.

2.31 Definition. Sei T eine Theorie.

1.

T heif3t vollstindig, falls fiir jede abgeschlossene Formel A gilt: A € T oder
-AeT.

T heifit (endlich) rekursiv aziomatisierbar, falls es eine (endliche) rekursive
Teilmenge ¥ C Form gibt, mit s, = {A | X E A} =T.

3. T heilt entscheidbar, falls T eine entscheidbare Teilmenge von Form ist.

2.32 Bemerkungen.
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1. Tg ist vollsténdig fiir jede Struktur R. Auflerdem ist Tr konsistent.
2. T ist genau dann erfiillbar, wenn T konsistent ist.
3. Ist T rekursiv axiomatisierbar, dann ist 7' auch rekursiv aufzihlbar.

4. Ist T vollstandig, konsistent und rekursiv axiomatisierbar, dann ist 7" ent-
scheidbar.

Falls fiir jede abgeschlossene Formel A genau dann A € T gilt, wenn
—A €T gilt, so ist “A € T” entscheidbar fiir abgeschlossene Formeln, da
T rekursiv aufzdhlbar ist.

5. Ist T vollstéindig und konsistent, dann gilt T = Tg fiir eine Struktur R.

2.33 Beispiele.

1. Th(IN) ist das Relationalsystem < N;0, S, +, ;= >, das die “natiirliche”
Interpretation der Sprache der Arithmetik iiber den Konstanten 0, S, +
und * bezeichnet. (Ist n € N, dann hat das entsprechende Element 71 € L
die Form i = S(S(...S5(0)...)). Es gilt (Godel):

(a) Th(IN) ist nicht rekursiv!

(b) Th(N) ist nicht rekursiv axiomatisierbar!

Eine Konsequenz ist, dass die Peano-Axiome P; ... Ps keine Axiomatisier-
ung von Th(N) bilden.

P VaVy S(z)=Sy) -z =y
P, Vx S(x)#0
P; Vex+0==x
Py VaVyz 4+ S(y) = S(z+y)
Ps Vexzx0=0
P VaVyzxS(y)=zxy+=
P, A4,[0] » (Vz (A - A;[S(z)]) — Yz A),
falls z die einzige in Formel A frei vorkommende Variable ist.

2. Die Peano-Arithmetik (auch Arithmetik erster Stufe genannt), ist die Men-
ge aller Formeln (erster Stufe) {iber der Basis B = ({0, 1, +,*},{<}),die in
der Interpretation I = (N, I.) allgemeingiiltig sind. Dabei soll I, den Funk-
tionssymbolen und dem Pradikatssymbol die iibliche Bedeutung geben.
Die Preburger-Arithmetik entspricht der Peano-Arithmetik, es entfillt
jedoch das Multiplikationssymbol.

Es gilt: Die Peano-Arithmetik und die Prefburger-Arithmetik sind vollstéin-
dige Theorien. Die Prefiburger-Arithmetik ist entscheidbar und axiomati-
sierbar. Die Peano-Arithmetik ist nicht entscheidbar, nicht rekursiv aufzihl-
bar und nicht axiomatisierbar.
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3. Fiir die Theorie Th(R) (R bezeichnet die reellen Zahlen) iiber einer Spra-
che in den Konstanten 0,1, +,* und < mit ihrer “natiirlichen” Interpre-
tation gilt:

Th(R) ist rekursiv entscheidbar!
Th(R) ist rekursiv axiomatisierbar!

Eine Axiomatisierung fiir Th(IR) besteht aus den Axiomen fiir Kérper (+
Nullstellen fiir Polynome) und zusétzlich:

-(z < x)
r<yNy<z—-orx<z
r<yVy=zVy<zw
r<y—crx+z<y+z
0<zvVi<y—=0<zxy
O0<z—>Jyyrxy==x)

4. Sei L eine Sprache erster Stufe mit Gleichheit und dem zweistelligen Prédi-
katssymbol < . L habe keine Konstanten und Funktionssymbole. Sei DLO
die zu L gehorende Theorie mit folgenden Axiomen:

VaVyVz (x <y Ay <z = x < 2)
VeVy (z <yVz=yVy<x)

Ve —(z < x)

VaeVydz (z <y = (z <2 ANz <y))
Vedydz (y < z Az < 2)

Interpretationen, die DLO erfiillen, sind dichte, linear geordnete Systeme
ohne Endpunkte. Beispiele dafiir sind die reellen Zahlen und die rationa-
len Zahlen, sowie offene Intervalle davon. DLO ist eine vollsténdige und
entscheidbare Theorie [Yasuhara, 1971].

2.4 Semantische Tableaux

Im Rest dieses Kapitels werden zwei Aufzihlungsverfahren fiir die Pradikaten-
logik erster Stufe vorgestellt:

Frage: Gilt ¥ |= A fiir eine Formelmenge ¥ und eine Formel A? Sei ¥ C Form.
Dann ist Ty, = {A | ¥ |= A} rekursiv aufzihlbar. Gesucht wird also ein “einfa-
ches” (effektives) Aufzidhlungsverfahren fiir die Formeln aus Tx. Es gibt dafiir
verschiedene Moglichkeiten: Zum einen legt die Moglichkeit der Axiomatisie-
rung die Idee nahe, alle méglichen Beweise ihrer Linge nach aufzuzihlen. Diese
Moglichkeit ist aber normalerweise umsténdlich. Eine andere Moglichkeit beruht
auf der Aquivalenz von ¥ = A und “{X,-A} nicht erfiillbar”. Man versucht
aus der Voraussetzung, dass {¥,-A} ein Modell hat, so schnell und so syste-
matisch wie moglich einen Widerspruch herzuleiten, um ¥ = A zu beweisen.
Die Tableaux-Methode fiir die Pridikatenlogik erster Stufe beruht auf dieser
Strategie.
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2.34 Definition. Tableauz fiir die Priadikatenlogik erster Stufe.

Sei L eine pradikatenlogische Sprache erster Stufe in A,V,—,—,3 und V. Wie
fiir die Aussagenlogik (vgl. 1.29) werden die Formeln der Sprache in Klassen
unterteilt:

1. Atomare und negierte atomare Formeln

2. a-Formeln (analog der Aussagenlogik: AA B,=(AV B),-(A — B) und

3. B-Formeln (analog zur Aussagenlogik: -(A A B),(AV B) und (A — B))

Mit der Einteilung in atomare, a- und S-Formeln sind jedoch nicht alle mogli-
chen Formeln einer pridikatenlogischen Sprache erster Stufe behandelt. Fiir
Formeln mit Quantoren werden zusétzlich die folgenden Klassen definiert:

4. ~v-Formeln: Formeln der Struktur Vz A und -3z A (A € Form)
5. 6-Formeln: Formeln der Struktur 3z A und -Vz A (A € Form)

Als Regeln werden neben den Regeln fiir a- und g-Formeln aus Definition 1.29
fiir v- und é-Formeln zusétzliche Regeln eingefiihrt:

~v-Regeln:

vy |VzA|-3z A
V] | Aolt] | ~4alt]

dabei ist ¢ ein beliebiger Term, der so gew#hlt ist, dass die Substitution erlaubt
ist.
0-Regeln:
) | dz A | -Vz A
oyl | Azly] | ~Aaly]
dabei ist y eine Variable, mit der Einschrinkung, dass y “neu” ist, d.h. y kommt

noch nicht im Ast zu A,[y] (bzw. = A;[y]) vor, und die Substitution ist erlaubt.
Statt y kann auch eine neue Konstante “a” verwendet werden.

v-Regeln und §-Regeln werden bei der systematischen Tableau-Konstruktion
wie frither a- bzw. B-Regeln angewendet. Es ist bei jeder Anwendung jedoch
darauf zu achten, dass A[t] eine erlaubte Substitution ist bzw. dass y “neu”
ist.

0-Formeln brauchen nur einmal beriicksichtigt zu werden, und kénnen dann
abgeharkt werden. Dagegen kénnen y-Formeln nicht abgeharkt werden.

2.35 Lemma. Sei I" eine Menge von Formeln mit Universum U (von Termen),
fiir die folgendes gilt:

1. Fiir keine Formel A gilt A € T" und -A € T.
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. Fiir jede a-Formel in T gilt oy, a5 € T.

3. Fiir jede B-Formel in T gilt 81 € T oder B2 € T.

4. Fiir jede y-Formel in T gilt v[¢] € T fiir alle t € Y.

5. Fiir jede 6-Formel in I" gibt es ein ¢ € ¢ mit 6[t] € T

Dann ist T erfiillbar!

Beweis. Der Beweis kann analog des Beweises zu Lemma 1.33 gefiihrt werden.
Dazu wird eine Interpretation I = (U, ...) betrachtet, mit

I(P(t1,...,t,)) = 0, falls =P(ty,...t,) € I und
I(P(t1,...,tn)) = 1 sonst,

fiir eine Formel P, die aus den Termen ty,..,t, € U und Pradikatskonstanten
zusammengesetzt ist.

Behauptung: I(A) =1, fiir alle A € T.

Induktion iiber den Aufbau von A :

Ist A atomar, eine a-Formel oder eine 3-Formel, dann ist I(4A) =1, wenn A € T
analog zum Beweis von Lemma 1.33.

Ist (Az A) € T eine y-Formel, A € {V,—3}, dann gilt fiir jedes k € U, dass
Az[k] € T und somit nach gilt Induktionsvoraussetzung I(A,[k]) = 1, also ist
auch I(Az A) = 1.

Ist (Az A) € T eine é-Formel, A € {3,-V}, dann gibt es ein k € U, so dass
Az[k] € T und somit gilt nach Induktionsvoraussetzung I(A;[k]) = 1. Dann ist
aber auch nach Definition I(Az A) = 1. [ |

2.36 Bemerkung. In Sprachen, die die Gleichheit “=" enthalten, wird zuséitz-
lich eine e-Regel eingefiihrt:

t1 = to
A[tl «— t2] ’

d.h. in einer Formel A kann ein Term ¢; durch einen “gleichen” Term t5 ersetzt
werden, wenn im Ast zu A der Knoten mit der Markierung ¢, = tovorkommt.

2.37 Satz. Sei L eine Sprache erster Stufe und sei A € Formp,¥ C Formp, .

1. |= A gilt genau dann, wenn es gibt abgeschlossenes Tableau fiir = A gibt.

2. ¥ = A gilt genau dann, wenn es ein abgeschlossenes Tableau fiir YU {-A}
gibt.

Beweis. s. Smullyan [1968]
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2.38 Beispiele.
1. E(Vz A — B) - 3z (A — B), z soll in B nicht frei vorkommen

-((Vzx A —» B) —» 3z (A — B))

Vo A— B
-3z (A — B)
vz A
—Az[a] (A = B)g[q]
(4 = B)z[a]

Azla]

-B

4

Beachte dabei, dass —B[a] = =B ist, da z in B nicht frei vorkommt.
2. Sei T = {Vz AV Vz B}, F =Vz (AV B).
Gilt T | F?
Ve AvVx B
-Vz (AV B)

~(Az[a] V Bg[a])

Vz B

A, [a]é ; B;d]

~v-Formeln kénnen nicht abgeharkt werden. Stattdessen kénnen immer wie-
der neue Terme ¢ eingefiihrt werden, fiir die +[¢] erfiillt werden muss.
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3. Jz —p(z,z) E ~VzIy p(x,y) Gesucht ist eine Interpretation, die Modell
fir ¥ = {3z —p(z,x),Vz3y p(z,y)} ist.

3¢ —p(z, z)
VzIy p(z,y)
—p(a, a)

Jy p(a,y)
p(a,b)

Jy p(b,y)

p(b,c)

In diesem Fall terminiert das Tableau nicht. Aus dem Tableau lisst sich je-
doch eine Interpretation I {iber dem unendlichen Definitionsbereich {a, b, ¢, .. .}
ablesen mit I(p)(a,a) =0,I(p)(a,b) =1,I(p)(b,c) =1,I(p)(c,d) =1,...,

die ¥ erfiillt.

4. Sei A =Vz (p(z) V q(z)) = (Vz p(z) V Vz ¢(x)).
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Frage: Ist A allgemeingiiltig (= A)?
(V2 (p(z) V q(2)) = (Vz p(z) V V2 ¢(2)))

vz (p(x) V ¢(z))

Offene vollstindige Aste liefern Interpretationen, die A wahr machen.
Dieses Tableau liefert die Interpretation I = ({a,b},...} mit I(p)(a) =
0,I(p)(a) =1,1I(¢)(a) =1 und I(q)(b) = 0. Also ist I(A) = 0 und es gilt
nicht, |= A.

. Seien A; = Vz3y p(z,y), Ax = Vx —p(z,z) und B = xIy3Iz (p(z,y) A
p(y,z) A ﬁp(m,z).
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Frage: Gilt {4, A2} = B?

Vz3y p(z,y)

Vx —p(z,x)

~3ey3z (p(2,y) Ap(y, 2) A —p(, 2))
—p(ar,a1)

Jy p(as,y)

pla1,a»)

—p(az, as)

Jy p(az,y)

2(p(a1, a2) A plaz, a1) A —p(a, ar))

—p(a1,asz) 2(p(az,a1) A —plas,a1))

4

—p(az,a;) ——p(ai,ar)

p(az,as) p(a,ar)

p(as,as)

Aus dem Tableau kann die Interpretation I iiber {a;, a2, ag} abgelesen wer-
den7 mit I(p)(a’17 al) = 07 I(p)(a17 a2) = 17 I(p)(a2> a2) = 07 I(p)(G’?a al) =
0,I(p)(as,a3) = 1,I(p)(as,a3) = 0. Somit ist I ein Gegenbeispiel zu
{A1, 42} | B, d.h. {41, A5} |~ B,

Die Allgemeingiiltigkeit fiir beliebige Formeln iiber Sprachen der Préidikatenlo-
gik erster Stufe ist unentscheidbar. Wie sieht das aber fiir spezielle Formelklassen
aus? In folgenden Formeln sei A eine quantorenfreie Formel ohne Funktionskon-
stanten. (n,m € N)

1. Voi ... Ve, 3y ... Jy, A,
2. Vry ... Ve, FyVzy ... V2, A,
3. Vzy ... Vo, g1 V2 ... V2, A,
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4. Jy; ...y V1 ...V, A, (Mmyn > 1) und
5. V1 ...Va,Jy1 yaJysVzr ... V2, A, (m,n > 0).

Die Allgemeingiiltigkeit fiir Formeln der Art 1.,2. und 3. ist entscheidbar, fiir
Formeln der Art 4. und 5. ist die Allgemeingiiltigkeit nicht entscheidbar [Manna].

2.5 Die Resolventen-Methode

Die Resolventen-Methode (auch Resolutionsmethode genannt) ist ein partielles
Entscheidungsverfahren fiir die Unerfiillbarkeit einer gegebenen Formel einer
Sprache der Pridikatenlogik erster Stufe. Das bedeutet, dass das Verfahren bei
Eingabe einer nicht erfiillbaren Formel B die Unerfiillbarkeit von B entdeckt
und hilt, bei Eingabe einer erfiillbaren Formel jedoch “unendlich” weiter laufen
kann. Um zu testen, ob eine gegebene Formel A allgemeingiiltig ist, wird man
also die Resolventen-Methode auf die Formel —A anwenden. Ist = A unerfiillbar
(d.h. A ist allgemeingiiltig), dann wird das Resolventenverfahren das feststellen
und halten. Die Resolventenmethode ist Grundlage fiir automatische Beweis-
verfahren und wird zur Interpretation von “Logik programmen” eingesetzt.

Die Resolventen-Methode wird angewandt auf Formeln in einer speziellen Klau-
selform. In diesem Abschnitt wird zunzchst ein effektives Verfahren eingefiihrt,
mit dem man eine beliebige Formel A der Pradikatenlogik erster Stufe in eine
Formel A’ in Klauselform transformieren kann, ohne dass dabei die Eigenschaft
von A erfiillbar zu sein oder nicht verloren geht. Danach wird auf den Satz von
Herbrand eingegangen, der einen grundlegenden Einfluss auf die Entscheidungs-
prozeduren hat, die auf der Resolventen-Methode beruhen. Schliellich werden
zwei solche Entscheidungsprozeduren vorgestellt, ndmlich die Methode von Da-
vis und Putnam und die Grundresolventen-Methode.

2.39 Definition. 1. Ein Literal ist eine atomare Formel oder eine negierte
atomare Formel.

2. Eine Klausel ist die Disjunktion einer oder mehrerer Literale.

3. Eine Formel der Pridikatenlogik erster Stufe ist in Klauselform (KLF),
wenn sie die Form hat

ViV ...V, [01 ACy A .../\Ck]

Dabei bezeichnen die C; Klauseln, und die zy, s, ..., %, sind alle Varia-
blen, die in den C; vorkommen (1 < j < k). Va1V, ... Vo, heifit Prifix
und [C; A Ca A ... A Cy] die Mantisse der Formel.

Beachte: Eine Formel A ist genau dann in KLF, wenn A abgeschlossen und in
PKNF ist und der Prifix kein 3-Quantor enthilt.

2.40 Lemma (Skolem). Jede Formel D der Pridikatenlogik erster Stufe kann
in eine Formel D' in Klauselform transformiert werden, so dass D genau dann
erfiillbar ist, wenn D' erfiillbar ist.
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Beweis. Die Transformation geschieht durch die Konstruktion einer endlichen
Folge von Formeln D1,...,D,, so dass D; = D und D, = D' und fiir jedes
J, mit 1 < j < n, gilt: D; ist genau dann erfiillbar, wenn D;,, erfiillbar ist.
Das Transformationsverfahren besteht aus 9 Schritten. Bis auf Schritt 7 ist die
Invarianz im Bezug auf die Erfiillbarkeit fiir alle Schritte offensichtlich. Eine
Rechtfertigung fiir Schritt 7 wird im Anschluss gegeben.

Verfahren: Gegeben eine Formel D.
Schritt 1: Bilde den existentiellen Abschluss von D.
Schritt 2: Eliminiere in D alle tiberfliissigen Quantoren.

Schritt 3: Benenne gebundene Variablen, die mehrfach in D quantifiziert werden
um.

Schritt 4: Eliminiere durch logische Umformungen in D alle Operatoren, die von
A, V,— verschieden sind.

Beispiel: Ersetze (A — B) durch (-A V B) und (IF ATHEN B ELSE C) durch
(mFAVB)A(AV ().

Schritt 5: Schiebe alle = so weit nach innen, bis sie vor einem (positiven) Literal
stehen.

Beispiel: Ersetze (—Vz A) durch (3z —A), ~(AV B) durch (A A-B) und -—A
durch A.

Schritt 6: Ziehe die Quantoren nach rechts.

Beispiel: Ersetze Az (A% B) durch (A Az B), falls z nicht frei in A vorkommt,
und durch (Az AxB), falls z in B nicht frei vorkommt (A € {3,V},x € {V,A}).

Schritt 7 : Eliminiere existentielle Quantoren durch Einfithrung von Skolem-
Funktionen (eventuell auch nullstelligen): Wihle die erste Teilformel (von links)
der Form Jy B(y) und ersetze sie durch By[f(z1,...,2,)], (n > 0), wobei

1. z1,...,, alle unterschiedlichen freien Variablen in Jy B(y) sind, die links
von Jy B(y) universell quantifiziert sind, und

2. f eine n-stellige Funktionskonstante ist, die noch nicht vorkommt.

Schritt 8 : Schiebe die V-Quantoren nach links.

Schritt 9 : Bringe die Matrix (durch Anwendung der Distributivgesetze) in Kon-
junktive Normalform.

Fiir die durch einmalige Anwendung der Ersetzung aus Schritt 7 aus einer For-
mel D; = Jy B(y) entstehende Formel Dji1 = By[f(z1,...,zy)] gilt: D ist
genau dann erftllbar, wenn D;y; erfiillbar ist. Denn: Ist D; erfiillbar, dann
muss es dafiir ein Modell I geben, so dass es fiir jede mogliche Belegung fiir die
Variablen 21, ..., 2, ein oder mehrere Werte fiir y gibt, mit denen D; wahr wird.
Betrachte nun eine Interpretation I’, die zu I identisch ist, die aber zusétzlich
eine n-stellige Funktionskonstante f so interpretiert, dass f(zy,...,z,) fir jede
Belegung von xy,...,x, gerade das Funktionsergebnis liefert, das y annehmen
kann um D; wahr zu machen. Dann ist I’ ein Modell fiir D11 (d.h. Dy, ist
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erfiillbar). Mit einem #hnlichen Argument (ausgehend von einem Modell fiir
Dj41) kann die Umkehrrichtung gezeigt werden. ]

2.41 Beispiel. Transformieren einer Formel in eine Formel in KLF. Betrachte
die Formel

A=V {p(z) = Iz {-Yy la(z,y) = p(f(21))] Ay [a(z,y) = p(2)]}}.

1. Existentieller Abschluss und Elimination von Quantoren:

Az Ve {p(z) = {=Vy [a(z,y) = p(f(21))] A Vy la(z,y) = p()]}}
2. Umbenennung von y:

321V {p(z) = {=VYy [a(z,y) = p(f(21))] AVz [¢(z, 2) = p(2)]}}
3. Elimination von —:

Az Vz {-p(z) vV {=Vy [~a(z,y) V p(f (21))] A Vz [q(z, 2) V p(z)]}}
4. = nach innen:

31V {-p(z) V{Fy [a(z,y) A —p(f(21))] AVz [-q(z,2) V p(z)]}}

<t

. Schiebe Quantoren nach rechts:
3z1Vz {-p(2) V{[By a(z,y) A ~p(f(21)] A V2 ~q(z, 2) V p(2)]}}

6. Eliminieren der Ex.-Quantoren 3z, und Jy:

Vz {=p(z) V{la(z, 9(2)) A ~p(f(a)] A V2 ~q(z, 2) V p(2)]}}
7. Quantoren nach links:

VaVz {-p(z) V {[a(z, 9(z)) A ~p(f(a))] A [-a(@, 2) V p(2)]}}
8. Distributivgesetze anwenden:

VaVz {[-p(2) V q(z, 9(2))] A [=p(2) V ~p(f ()] A [-p(2) V ~q(z, 2) V p(2)]}

SchlieBlich erhalt man nach Vereinfachungen die Formel in Klauselform:
Vz {[-p(z) V a(z, 9(2))] A ~p(f(a))}-

Nach Definition ist eine Formel A unerfiillbar genau dann, wenn I(4) = 0
fiir jede Interpretation I, also insbesondere fiir jeden Definitionsbereich fiir I.
Beim Beweis fiir die Unerfiillbarkeit von A wire es jedoch von groflem Nutzen,
wenn man irgendeinen (“kleineren”) festen Definitionsbereich D so bestimmen
konnte, dass A in D genau dann unerfiillbar ist, wenn A iiberhaupt unerfiillbar
ist. Tatséchlich gibt es einen solchen Definitionsbereich.
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2.42 Definition. Sei A € Form. Das Herbrand-Universum (H ) fiir eine For-
mel A ist die Menge aller Terme, die aus den Individuenkonstanten und den
Funktionskonstanten, die in A vorkommen, gebildet werden konnen. Falls aus
den Individuen- und den Funktionskonstanten, die in A vorkommen, keine Ter-
me gebildet werden kénnen, ist H4 := {a} mit einer Individuenkonstanten a.

2.43 Beispiel. Sei A = Vz {[-p(z) V q(z,9(z))] A —p(f(a))}, dann ist Hy =
{a, f(a),g(a),9(9(a)), 9(f(a)), f(f(a)), F(9(a)),9(9(g(a))), 9(9(f(a))),- ...}

2.44 Definition. Eine Herbrandinterpretation fiir eine (geschlossene) Formel
A ist eine Interpretation I = (Hy,...), die

1. jeder Individuenkonstante a in A den Term a aus H4 zuordnet,

2. jeder n-stelligen (n > 1) Funktionskonstanten f, die in A vorkommt, eine
Funktion I(f) : H4"™ — Hj4 zuordnet, die die Terme t1,t,...,t, € Ha
auf den Term (als Zeichenkette) f(t1,...,t,) € H4 abbildet.

Herbrandinterpretationen unterscheiden sich also nur auf den Pridikatskonstan-
ten.

2.45 Satz. Eine Formel A in KLF ist genau dann unerfiillbar, wenn A in allen
Herbrandinterpretationen unerfiillbar ist [Manna, 1974].

Sei A eine Formel in KLF der Form A =Vz;...Vz, [C1 A...ACyk]. Die Grund-
instanz einer Klausel C; (1 < j < k) von A ist die Klausel, die man erhilt,
wenn man alle Individuenvariablen in C; durch Terme aus H4 ersetzt. Solche
Klauseln, die keine Individuenvariablen enthalten heiflen Grundklauseln.

2.46 Satz (Herbrand). Eine Formel A in Klauselform ist genau dann unerfiill-
bar, wenn es eine endliche Konjunktion von Grundinstanzen ihrer Klauseln gibt,
die unerfiillbar ist.

Dieser Satz legt ein Verfahren nahe die Unerfiillbarkeit einer Formel in Klau-
selform zu testen. Das Verfahren ist unter dem Namen “Herbrand-Prozedur”
bekannt.

2.47 Herbrand-Prozedur. Sei A eine Formel in KLF mit n Klauseln. Erzeuge
der Reihe nach alle Grundklauseln G; aus den Klauseln C; (1 < j <n) von A
und priife, ob ihre Konjunktion unerfiillbar ist.

Bei Durchfithrung der Herbrand-Prozedur tauchen zwei Probleme auf. Zum
einen stellt sich die Frage, wie man die Grundklauseln systematisch erzeugen
kann, und zum anderen, wie man testen kann, ob eine Konjunktion von Grund-
klauseln unerfiillbar ist.

Es gibt zwei bekannte Verfahren, die Unerfiillbarkeit einer Konjunktion von
Klauseln zu testen: die Methode von Davis und Putnam und die Grundresolven-
ten-Methode.

Hier soll die Grundresolventen-Methode vorgestellt werden. Sie beruht auf der
(Grund-) Resolventenregel.
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2.48 Definition. Die (Grund-) Resolventenregel kann wie folgt beschrieben
werden:

Fiir je zwei Grundklauseln G und H, von denen eine ein Literal [ und die andere
dessen Komplement —l enthilt, konstruiere eine neue Klausel K als Disjunktion
von G' und H'. Dabei bezeichne G' bzw. H' die Formeln, die man aus G bzw. H
erhilt, wenn man alle Vorkommen von [ bzw. = in G und H streicht. Doppelte
Vorkommen von Literalen in K werden gestrichen. K heifit Resolvent(e) von G
und H. Im Spezialfall, dass die betrachteten Klauseln jeweils nur aus dem Literal
I bzw. -l bestehen, ist die entstehende Klausel K die leere Klausel, notiert “00”.

Das folgende Lemma beschreibt das Hauptresultat des Verfahrens. Es beruht
auf der Beobachtung, dass S = G; A G2 A ... A G, genau dann unerfiillbar ist,
wenn S A Gp41 unerfiillbar ist, wobei G, 1 eine Resolvente aus zwei Klauseln
von S ist.

2.49 Lemma. Eine endliche Konjunktion von Grundklauseln S = Gy A G2 A
... AN Gy ist genau dann unerfiillbar, wenn durch wiederholte Anwendung der
Grundresolventenregel die leere Klausel O aus S hergeleitet werden kann.

Verfahren:
Starte fiir eine Klauselform S = G; AG3 A ... A G, mit

G
G
Gn
und bilde alle moéglichen Resolventen. Wird O hergeleitet, dann ist S unerfiillbar,

sonst ist S erfiillbar. Das Verfahren stoppt, da mit endlich vielen Literalen nur
endlich viele Klauseln gebildet werden koénnen.

2.50 Beispiele.

1.
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p1(a) V p2(b)
pi(a) V —p3(a)
-p1(a )sz( )
_'Pl( ) (b)
p3(a) v ﬁpz( )
ﬁp3( V p2(b)

)
p2(b) V p3(a)
p2(b)

OO NSote LNE

—_

2. S = (pi(a) Vp2(b)) A —p2(b) A (—p1(a) V p2(b) V p3(a))

1.

2. —pa(b

3. —pi(a) Vp2(b) V p3(a)

4. pi(a) R(1,2)
5. p2(b) Vps3(a) R(1,3)
6. —pi(a) Vps(a) R(2,3)
7. p3(a) R(2,5)

Es konnen keine weiteren Klauseln erzeugt werden. S ist also erfiillbar in Inter-
pretationen I, mit I(p;)(a) = 1,1(ps)(a) = 0 und I(p2)(b) = 0.

Zwar liegt mit der Grundresolventenregel ein Verfahren vor, das Unerfiillbar-
keitsproblem fiir eine endliche Konjunktion von Grundklauseln zu entscheiden.
Das zweite wichtige Problem bei der Implementierung des Herbrandverfahrens
ist damit jedoch noch nicht gelost: Die systematische Erzeugung der Grundin-
stanzen zu einer Klausel. Fiir die meisten pradikatenlogischen Formeln miissen
sehr viele Grundinstanzen erzeugt werden, bevor eine nichterfiillbare Konjunk-
tion darunter ist. Um das Erzeugen von Grundinstanzen zu umgehen, fiihrte
Robinson die Resolutions-Regel ein. Sie ist eine Generalisierung der Grundre-
solventenregel: Man kann sie direkt auf eine Konjunktion von Klauseln (also
nicht unbedingt auf Grundklauseln) anwenden, um deren Unerfiillbarkeit zu
zeigen.

2.51 Beispiel. Frage: Ist
A = [Vo3y p(z,y) AVyIz q(y, 2)] = Ve3Iy3z (p(z,y) A q(y, 2))

allgemeingiiltig? Zuerst wird = A in eine Formel B in Klauselform transformiert:

B = VaVy¥yVz [p(z, f(2)) A aly, 9(y)) A (=p(a; 91) V ~q(ys, 2))]-

Das Herbranduniversum fiir B lautet Hg = {a, f(a), g(a), f(f(a)), f(g(a)),...}
Um mit der Grundresolventenmethode zu zeigen, dass B unerfiillbar ist, ge-
neriert man nacheinander die Grundinstanzen fiir die Klauseln aus B und te-
stet sukzessive, ob deren Konjunktion unerfiillbar ist: [p(a, f(a)) A g(a, g(a)) A

[-p(a,a)V—=g(a,a)] .. .Alp(a, f(a))Aq(f(a), 9(f(a))A[-p(a, f(a))V-q(f(a), g(f(a)))]]-
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Erst aus dieser Konjunktion kann die leere Klausel hergeleitet werden:

p(a, f(a))

qa(f ( ),9(f(a)))
—p(a, f(a )) —q(f(a),9(f(a)))
—q(f(a), g

O R(2,4)

Ok W =

Die Idee der allgemeinen Resolutionsmethode ist, die Klauseln (einer Formel
wie B) direkt zur Resolution heranzuziehen, ohne den Umweg iiber ihre Grund-
instanzen zu machen. Am Beispiel der Formel B soll hier zun#chst illustriert
werden, wie das Verfahren arbeitet:

Zunichst die Klauseln von B :

L. p(z, f(x))
2. q(y,9(y))
3. —wpla,y1) vV ~q(y1,2)

Betrachte die Klauseln 1. und 3. Zwar ist das Literal aus 1. zu keinem Literal der
dritten Klausel invers, ersetzt man jedoch die Variable x durch die Konstante
a und die Variable y; durch den (konstanten) Term f(a), dann erhilt man die

Klauseln
1. p(a, f(a))
3. —pla, f(a)) V ~q(f(a),2)

Eine solche Ersetzung heifit Substitution und wird notiert als

{<$7a)7 <y17f(a))}

Die Substitution leistet im obigen Fall etwas besonderes, durch sie werden

p(z, f(z)) und p(a, y1) zur selben Formel p(a, f(a)). Die Substitution {{(z, a}, (y1, f(a))}
wird deshalb auch Unifikator genannt. Man kénnte natiirlich noch zusétzlich die
Variable z durch a oder f(a) usw. substituieren. Die dann entstehende Substitu-

tion wire ebenfalls ein Unifikator. Sie wiirde aber Informationen enthalten, die

zum Unifizieren (“Gleichmachen”) von p(z, f(z)) und p(a,y:1) nicht notwendig

sind. In diesem Sinne ist der Unifikator {(z,a), (y1, f(a))} allgemeiner. Ja, es

gibt in diesem Falle keinen Unifikator, der allgemeiner ist. {{z,a), (y1, f(a))}

wird deshalb auch Allgemeinster Unifikator oder Most General Unifier (MGU)
genannt.

Resolviert man nun die Klauseln 1’. und 3'. miteinander, dann erhilt man

4. —q(f(a),2)

als Resolvente. Durch Anwenden der Substitution {(y, f(a)), (z,9(f(a)))} auf
die Klauseln 2. und 4. werden diese unifiziert und man erhilt als Resolvente aus
beiden:

5. O
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2.52 Definition. Eine Substitution o ist eine endliche Menge der Form

{{v1,t1)y .oy (Un,tn)},

wobei die v; (1 < j < n) voneinander verschiedene Variablen sind und die ¢;
von v; verschiedene Terme sind. Jedes Element (v;,t;) heifit Bindung fiir v;.

2.53 Definition. Sei 0 = {{v1,t1),...,(vn,t,)} eine Substitution und E ein
Literal. Dann ist Eo, die Instanz von E, das Literal, das aus E durch gleich-
zeitiges Ersetzen jedes Vorkommens der Variablen v; in E durch die Terme
t; (j =1,...,n) entsteht.

2.54 Definition. Seien o0 = {(u1, s1), ..., {Un,sn)} und 7 = {(v1,t1),. .., (Vm,tm)}
Substitutionen. Die Komposition o1 von o und 7 ist die Substitution, die man
aus der Menge {(u1,817), .., (Un, $nT), (V1,t1), .- ., (Um, tm)} erhilt, wenn man
jede Bindung (uj,s;7) mit u; = s;7 (1 < j < n) und jede Bindung (v, tx) mit

v € {u1,...,up} (1 <k <m) daraus entfernt.

2.55 Definition. Die durch die leere Menge gegebene Substitution e heift
Identitdtssubstitution, d.h. xe = x fiir jede Variable .

2.56 Definition. Sei S = A; V...V A, eine Disjunktion atomarer Formeln
A; (1 < j < n). Eine Substitution ¢ heifit Unifikator fiir S, falls Ao = Ayo =
... = A,o gilt. Gibt es fiir S einen solchen Unifikator, dann heifit S unifizierbar.
Ein Unifikator heiit allgemeinster Unifikator oder most general unifier (MGU)
fir S, wenn es fiir jeden Unifikator 7 von S eine Substitution v gibt, so dass
T = ov.

2.57 Definition. Sei S eine endliche Disjunktion von Literalen. Das “disagree-
ment set” von S wird wie folgt definiert: Suche die am weitesten links stehende
Symbolposition in den Literalen von S, an denen sich die Literale unterschei-
den und bestimme fiir jedes Literal in S den Teilterm, der an der gefundenen
Position beginnt. Die Menge all dieser Teilausdriicke ist das “disagreement set”.

2.58 Beispiel. Das “disagreement set” fiir die Disjunktion
p(z,9(f(y,2),2),y) vV p(z,9(a,b),b) V p(z, g(g(h(z), a)y, h(z))

ist die Menge {f(y, 2),a, 9(h(z),a)}.
2.59 Satz (Unifikationstheorem). Gegeben folgender Unifikationsalgorith-

mus:
Unifikations - Algorithmus
Eingabe: S = A1 V...V A, eine Disjunktion von atomaren Formeln Ay, ..., A,.

Ausgabe: MGU oy, fiir S, falls dieser existiert, oder eine Meldung, dass S nicht
unifizierbar ist sonst.

Verfahren:

1. Setze k =0 und o} = e.
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2. Falls oy Unifikator fiir S ist, dann stoppen, o ist gesuchter MGU.

Ansonsten finde das “disagreement set” Dy von Sop = Ajop V...V A,0%.

3. Gibt es v und t in Dy derart, dass v eine Variable ist, die nicht in ¢
vorkommt, dann setze 041 := o U {(v,t)}, erhéhe k um 1 und fahre mit
Schritt 2 fort.

Ansonsten melde, dass S nicht unifizierbar ist und stoppe.

Falls S unifizierbar ist, hélt der Algorithmus und liefert einen MGU fiir S als
Ergebnis. Ist S nicht unifizierbar, hilt der Algorithmus und meldet, dass .S nicht
unifizierbar ist.

Die nachfolgend vorgestellte Resolutions-Regel basiert auf der Resolventenregel.

2.60 Definition (Resolutions-Regel). Seien C; und C» Klauseln ohne ge-
meinsame Variablen (Diese Bedingung ist keine Einschrinkung, denn sie kann
durch die Transformation einer Klausel C; in eine dquivalente Klausel C} (j €
{1,2}), in der die Variablen, durch die die Bedingung verletzt wurde umbenannt
wurden, stets erfiillt werden.) und ist p(tgl), ... ,tg)) V... Vp(tgn), ... ,tfcn)) ei-
ne Teildisjunktion von C; und ﬁp(sgl), . .,s,(:)) V...V ﬁp(sgm), ey sscm)) ei-
ne Teildisjunktion von Cj, so dass es einen MGU g gibt fiir die Disjunktion
p(tgl), el ,tfj))v. . .Vp(t%"), el ,t,(C"))V—'p(sgl), el ,sg))v. . .Vﬁp(sgm), el ,s,(gm))

mit dem Faktor p(ri,...,r) der Disjunktion. Dann konstruiere als Resolven-
te von C; und C> die Klausel C3 aus der Disjunktion von C18 und C58 nach
Streichen von p(ry,...,7r) aus C1 8 und —p(ry,...,r) aus Caf.

2.61 Satz (Robinson). Eine Formel S in Klauselform ist genau dann unerfiill-
bar, wenn die leere Klausel aus S mit der Resolutions-Regel hergeleitet werden
kann.

2.62 Beispiel. Um zu beweisen, dass die Formel
A = -3yVz [p(z,y) & 3z [p(z, z) A p(z, 2)]]
allgemeingiiltig ist, wird mit der Resolutionsmethode gezeigt, dass
yVz [p(z,y) & -3z [p(z,z) A p(z, 2)]]
unerfiillbar ist. Die = A entsprechende Formel in Klauselform lautet
VaVz [[7p(z,a) V =p(2,2) V -p(z, 2)| Alp(2, f(2)) V p(2, )] A[p(f(2), 2) V p(2, a)]]
und enthilt die Klauseln (nach Umbenennung der Variablen)
—p(z1,a) V —p(z1,21) V —p(z1, 21)

1.
2. p(22, f(22)) V p(22,0)
3. p(f(Zg),Z3) Vp(zg,a)
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Um die Klauseln 1. und 2. zu resolvieren, werden die Teildisjunktionen —p(z1,a)V
—p(21,21) V—p(x1,21) aus Klausel 1. und p(z2,a) aus Klausel 2. betrachtet. Der
MGU von —p(z1,a) V —p(z1,z1) V p(z1,21) V p(22, a) lautet

{(551567/)) (,22,(1), <21,a>}-

Deshalb erhilt man als Resolvente der 1. und 2. Klausel

4. p(a, f(a))

Ahnlich erhiilt man aus den Klauseln 1. und 3. mit den Teildisjunktionen —p(z1,a)V
—p(z1,21) V —p(21,21) und p(z3,a) den MGU {(z1,a), (z1,a), (23,a)} und die
Resolvente

5. p(f(a),a)

Als MGU von —p(a1, 1) Vp(a, f(a)) erhalt man {(z1,a), (21, f(a))} und deshalb
als Resolvente von Klausel 1. und Klausel 4:

6. -p(f(a),a)
Schliellich erhilt man die leere Klausel als Resolvente der Klauseln 5. und 6.
7. O

Also ist die Formel —A unerfiillbar und A allgemeingiiltig.
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