3.4 Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

3.20 Satz

Es gibt eine Menge von Formeln in den Konstanten a (0-stellig), fo,
f1 (1-stellig) und der Pridikatskonstanten p (2-stellig), fiir die die
Allgemeingiiltigkeit unentscheidbar ist.

(In den Formeln kommt keine ,,=" vor).

Beweis: Reduziere effektiv unentscheidbares Problem (z.B. PCP) auf
die Entscheidung der Allgemeingiiltigkeit bestimmter Formeln.

PCP: X = {O, 1} S = {(061,51), c ey (Oén,ﬁn)} n Z 1
mit Oéi,ﬁi e X
S hat eine Losung gdw es gibt j1,...,51 € [1...n],I > 0 mit

ajige - o = BBz B

z.B.
S = ((0,000), (0100, 01), (001, 1)) hat die Lésung
J1 = 1,72 = 3, 0001 = 0001.

Problem PCP: Eingabe S. Entscheide, ob S Lésung hat.
Ist nicht rekursiv entscheidbar (aber rekursiv aufzihlbar).

Reduktion: Zu S finde eine Formel Ag mit S hat Lésung gdw Ag
ist allgemeingiiltig.
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Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit
(Forts.)

Sprache PL1 mit:
a F-Konstante, fy, f1 1-st. F-Konstanten, p 2-stellige P-Konstante.

o; €{0,1} (1 <i<m),so
fom (- (fou(foy(2))) ---) Term, als Kodierung von Woérter:
foios . ..o, (x). Beachte die Reihenfolge!

S = {(alaﬁl)a (O‘27B2)7 T (anvﬁn)} n 2 1 X= {07 1}
As = N\ plfa;(@), f5,(@))A

Vavylp(z,y) = /\ p(fo;(®), f5,(v))]
— Jzp(z, 2) "

Beispiel: Die zugeordnete Formel Ag ist

[p(fo(a), fooo(a)) Ap(foroo(a), for1(a)) Ap(foor(a), fi(a))A
vavy[ N\ p(=,y) = p(fa;(@), f5,(x))]] = 32p(z, 2)

1<5<3

Behauptung;:
S hat Lésung gdw Ag allgemeingiiltig.
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Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit
(Forts.)

Beweis der Behauptung:

~\' angenommen Ag allgemeingiiltig, I Interpretation mit
D ={0,1}"a+ ¢, fo:x = 20, f1 : x = x1

N angenommen PCP S habe Lésung 51 ... 7m, d.h.
Qjy Qg+ Uy = By By -+ - Bijm |
~ p(fajla-j2---ajm(a), fﬂj15j2,,,5jm(a)) wahr, also ist
Ag allgemeingiiltig.

Es gibt weitere Unentscheidbarkeitsresultate die wie spater noch be-
handeln werden. Es sei jedoch erwdhnt, dass die Grenzen zwischen
den entscheidbaren und unentscheidbaren Fille der Allgemeingiiltig-
keit sehr genau bekannt sind. (Siehe etwa Borger).
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Sei L Sprache der PL1

a) Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln { A € Form(L) : =
A} ist rekursiv aufzdhlbar (i. Allg. nicht rekursiv entscheidbar).
Es gibt ein deduktives System F fiir £ mit

Ij—__ A gdw A (A€ Form(L))

b) Kompaktheitssatz fiir PL1 Sei 3 C Form(L).
>’ erfiillbar gdw jede endliche Teilmenge von X ist erfiillbar.

c) Insbesondere: 3 C Form(L), A € Form(L):
> = A gdw es gibt 3 C X, ¥p endlich: 3g = A

d) Satz von Léowenheim-Skolem:
> C Form(L) erfiillbar gdw
es gibt eine Interpretation I = (D, I., I,), wobei D abzahlbar
oder endlich ist, die X erfiillt.
( D kann als eine Termmenge iiber die konstanten Symbole ge-
wiahlt werden).

Beachte jedoch: nicht giiltig fiir PL2
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe
(Forts.)

3.21 Satz von Godel:
Fiir Sprachen von PL2- und PL2 Formeln:

a) Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln 2-Stufe fiir PL2-
Sprachen ist nicht rekursiv aufzihlbar.

b) Es gibt kein rekursives ,deduktives System®, dessen Theoreme die
Menge der allgemeingiiltigen Formeln zweiter Stufe sind.

c) Es gibt erfiillbare Mengen von Formeln 2-Stufe, die keine abzahl-
baren Modelle haben.

3.22 Definition Deduktive Systeme fiir PL1

Sei £ Sprache 1-Stufe mit Formeln in =, —» |V, =. F = (Ax,R)
bestimmt durch Axiomenmenge Ax (Axiomenschema) und Menge R
von Regeln (Regelschema).

e Ax enthilt alle Generalisierungen von folgenden durch Schema-
ta beschriebenen Formelmengen:

Axl: A —- (B — A)

Ax2: (A (B—->C)) - ((A—-B) - (A—(0))
Ax3: (-B —» -A) » (A —» B)

Ax4: Vx A — A.[t], falls A.[t] erlaubt
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Deduktive Systeme fiir PL1 (Forts.)

Ax5: Vx (A — B) —» (Vo A — Vz B)

(Ax5: V(A — B) — (A — Yz B) « nicht frei in A)
Ax6: A — Vx A, falls z nicht frei in A vorkommt

Ax7: ==

Ax8: r =y — (A — A"), wobei A" aus A durch Ersetzen
einiger freier Vorkommen von x durch y (erlaubt)

e R enthilt alle Regeln, die vom Regelschema Modus Ponens

A, A— B _
MP B Modus Ponens beschrieben werden.

Alternatives Deduktionssystem F' = (Ax, R')

R’ enthilt MP-Regel und Generalisierungsregel.

GR ——— Generalisierung (ohne Einschrénkungen)

VA

Beachte: Ax enthdlt nur allgemeingiiltige Formeln. MP und GR-
Regel fiihren nicht aus der Menge der allgemeingiiltigen Formeln hin-
aus.
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Ziel

o Agdw H Agdw E A
F F!

~> ~ Korrektheit
o3 Ij—__ Agdw X = A
~> Korrektheit

> Ij—__ A, so X I—, A Umkehrung i. Allg. nicht
f
ol I—, A 4T Ij—__ A (nur fiir I Abg. Formeln).
f
z.B. p(x) - Vap(x) aber p(z) = Vap(x)
.’F'

Bemerkung: Alle Tautologien (taut. Theorem) sind herleitbar in F,
d. h. Theoreme von F.

3.23 Beispiel

L £V (p(z) — 3y p(y))

B = Vz [(Vy —p(y) — —p(x))

— (p(z) = =Vy =p(y))] (Ax3,Gen)
Bs =Vz (Vy p(y) = —p(z)) —

(p(xz) — =Vy =p(y))) — [Vz (Vy —p(y)

— =p(x)) — Vz (p(z) — —~Vy =p(y))]  (Ax5)
Bs = Vz (Vy =p(y) — —-p(z)) —

Vz (p(xz) = —Vy —p(y)) (MP)
By =Vz (VYy —p(y) — —p(z)) (Ax4,Gen)
Bs = Vz (p(z) — 3y p(y)) (MP)
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Beispiele (Forts.)

2. Ij—__‘v’azA—)Ha:A

Beweis:
F Ve -A— —A (AX4)
F (Vz A —» —~A) - (A — —Vz =A) (Ax3)
FA— =V —-A (MP)
FVer A —+ A (Ax4)

F (Ve A —> A) —

(A —> =V =A) > (Vo A —» =V -A)) (Taut)
- (A — —Vz —IA) — (‘v’a: A — =Vzx —IA) (MP)
FVex A—dx A (MP)

3. Ft=t Fx=y) > (y==x)
F((z=y) > ((y=2) = (z=2))
Folgen aus Az, V(z = z), (x = y) — A(z) & A(y))
fir A (erlaubt).
E((tr =t) A A(tn =t)) = (A(t1, ..., tn)
A(ty,...,t)), wobei A(z1,...,x,) eine Formel mit min-
destens n-freien Variablen und Substitutionen erlaubt (x; < t;
bzw. x; + ;).
Spezialfall:
E ot =t A A (b = 1)) = (f(t, . tn) =
Pty th)
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Beweisidee

Vz[(z = y) = (A(z) < A(y))]

Ve[(z = y) = (A(z) < A@y))] = (¢t = y) =
(A(t) < A(y))

(t =y) = (At) < A(y))

Vy(t = y) = (A(t) < A(y))

(t =1t") = (A(t) < A(t)
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