6.4 Grundziige der Rekursionstheorie

Folgerungen aus der Existenz universeller Funktionen

o . N*t L N Zeitkomplexitatsfunktion
o™ Nt 4 N Universelle Funktion

6.53 Lemma Eigenschaften von &™) bzw. ™).
&™) und ©™ haben denselben Definitionsbereich.
Die Relationen Beschrinkte Laufzeit BLZ C N"?
BLZ = {(p,Z,b) € N"™2: " (p, 7) < b}
und Beschrinkte Berechenbarkeit BBER C N3

BBER =

{(p,Z,b,y) € N"?: 0" (p, &) <bA ™ (p, &) =y}
sind primitiv rekursiv.

Beweis:

Definitionsbereiche gleich folgt aus Definition von &™) bzw. go(”).
Relationen primitiv rekursiv, da

BLZ = 3t < b.first(i' (inp™ (p, ¥))) = 0

rel(p,z,t) primitiv-rekursiv

bzw.
BBER = 3t <b.
(first (" (inp"™ (p, ©))) = 0 A out(s" (inp"™ (p, T))) = y)

~
rel(p,Z,t,y) primitiv-rekursiv
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Folgerungen

6.54 Satz s-m-n Theorem

Zusammenhang zwischen universellen Funktionen. Zu jedem Paar
m,n € N mit n > 1 gibt es eine primitiv rekursive Funktion
Smn ¢ N1 — N, so dass firallep € N,Z € N" und § € N™
gilt:

(D, &, §) = ¢ (sman(ps ), E) =@l (F)

) m,n P,Y)

Beweis:
In Anhangigkeit von 3 ist der Programmcode p so abzuandern, dass
die Werte ¢ nicht iiber die Eingabe eingelesen, sondern im Programm

zugewiesen werden. Hierbei ist zu beachten, dass die Eingabezahlen
durch geeignete Terme dargestellt werden.

Ist p = code(a) muss Sy, (P, y) der Code zum Programm

Va1 := succ’1(0); ...; Vigm = succ’™(0); « sein.
Sei
Sman(P,¥) = [[T,n+ 1, h(y1)], ..., [T, n+m, h(ym)]] * p

Mit * die Folgenverkettungsfunktion von Beispiel 6.30 und A : N —
N wobei

h(0) = [1] (code von 0), h(y+ 1) = [3, h(y)],
d.h. h(y) = code(succ?(0))
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Folgerungen - Programmtransformatoren

Beachte:

Bei obiger Situation gilt auch fiir beliebige n € N und [ mit 1 <
[ < m die Aussage

" (p, Z,§) = " (s (py ¥), T, 2)
fiir alle 7 € N'.
6.55 Lemma

Es gibt eine primitiv rekursive Funktion compose : N> — N, so
dass fiir alle p, g € N gilt

¥ compose(p,q) (CC) — 90p<90q (CE)>

Beweis:

Die Funktion f(z,p,q) = ¢p(@qe(x)) ist p-rekursiv. Sei a Index
zu einem f berechnenden Programm. D. h.

0¥ (x,p,q) = f%,p, q) fir (x,y,q) € N’
= oy 1(ap)(F)

D.h. compose(p, q) = s2.1(a, p, q) ist primitiv rekursiv.

Lasst sich auf andere Operationen iibertragen:

Primitive Rekursion, Beschrankte Minimierung, Minimierung, Wertver-
laufsrekursion.
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Rekursiv aufzahlbare Relationen

Wir haben bisher Relationen betrachtet, die entweder primitiv rekursiv
oder rekursiv entscheidbar waren. Eine weitere Klasse von Relationen
sind die effektiv aufzahlbaren Relationen.

6.56 Definition

Eine Relation R C N" heiBt rekursiv aufzdhlbar, wenn es eine

berechenbare (p-rekursive) Funktion f mit Definitionsbereich R gibt,
d. h.

R C N" rekursiv aufzdhlbar gdw 3f € R,(N) : dom(f) = R
also (f(£) | gdw RTZ (x € N"))

6.57 Lemma

R C N" ist entscheidbar gdw R und — R rekursiv aufzahlbar.
Beweis:

Sei R entscheidbar. Dann ist auch = R entscheidbar.

R ist Definitionsbereich der Funktion

£ (3 = {1 falls R

T sonst

f € Rp(N) (Beachte dabei T (z) =T alle x ist in R,(N)).
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R.a. Relationen - Charakterisierungen

Seien R und — R rekursiv aufzihlbar und a bzw. b Programmindizes
von Funktionen, die als Definitionsbereich R und — R haben.

Sei
f(&) = pt.(d0(F) <t v oy(@) < t)
f € R,(N) und total, da jedes & entweder in R = dom (™)
oder in =R = dom(gol()n)) liegt.
Weiterhin ist  RZ gdw ®"(Z) < f(Z) entscheidbar.

6.58 Lemma R.a. Relationen und entscheidbare Relationen

R C N" ist rekursiv aufzahlbar gdw es gibt eine entscheidbare Re-
lation S C Nt mit RZ gdw dy Sxy.

Beweis:

o Sei R rekursiv aufzihlbar. Sei a Index mit R = dom (™).
Dann gilt

RZ gdw (%) | gdw Ty (%) <y

Die Relation STy gdw ®,(Z) < y ist entscheidbar (sogar pri-
mitiv rekursiv entscheidbar).

o Gelte R¥ gdw Jy SZy mit S entscheidbar. Dann ist f(Z) =
py. STy berechenbar und hat als Definitionsbereich genau R.

(Lemma gilt auch, wenn entscheidbar durch primitiv rekursiv ersetzt

wird.)
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Zusammenhadnge

6.59 Lemma

f : N® — N ist berechenbar gdw der Graph von f rekursiv auf-
zahlbar ist. D. h.

graph(f) = {(&,y) € N""": f(Z) | Af(Z) = y} rekursiv

aufzahlbar.
Beweis:

o Sei f = goén). Dann gilt fiir alle &, y.

(Z,y) € graph(f) gdw 3b (®Y(Z) < b A oM(@) = y)

SZyb entscheidbar nach 6.53

also rekursiv aufzahlbar nach Lemma 6.58.

e Sei graph( f) rekursiv aufzahlbar: graph(f) = dOm(gpl()n—H)),

dann gilt
F(&@) = first(py. (0"(Z, first(y)) < rest(y)))

Dafiir betrachte man y = (z, t) als Codierung eines Paares (z, t).
Ist (£,2) € graph(f), so gibt es ein ¢ mit (Pénﬂ)(a_:’, z) =t
und der p-Operator liefert y mit y = (z, t). Fir f(&) =7 gibt es
kein solches .
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Folgerungen - Weitere Charakterisierungen

6.60 Lemma

Sei f eine totale Funktion. Dann gilt f € R,(N) gdw graph(f)
ist entscheidbar.

Beweis:

Sei f total, berechenbar. Dann ist die Menge {(Z,vy) : f(Z) = y}
entscheidbar, d.h. graph(f) ist entscheidbar (siehe auch Beispiel
6.44).

Ist graph(f) entscheidbar, so ist auch graph(f) rekursiv aufzahl-
bar und somit f berechenbar.

Einfacher: f(Z) = py.Xgrapnr)(z,y) = 1.

6.61 Lemma Effektive Aufzahlungen r.a. Relationen

R C N" ist rekursiv aufzahlbar gdw R = & oder es gibt totale
berechenbare Funktionen f1,..., fn : N — N mit

Man kann also R mit Hilfe der Funktionen f; ,effektiv‘ aufzihlen.

Ist n = 1, soist R = im(f1), d.h. R ist Bild einer totalen
berechenbaren Funktion.
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Weitere Charakterisierungen (Fort.)

Beweis:

Sei R C N" rekursiv aufzihlbar, R # @. Sei R = dom(p'™),
b € R fest. Definiere Funktionen fi ©=1,...,n durch

b; sonst

z[i] falls ") (x oo, xn x
fz_(@:{ ] falls &7 (2[1], ..., z[n]) < 2[0]

Durchlduft x alle natiirlichen Zahlen, so werden alle mdglichen Para-
meter fir & durchlaufen. Die Relation ®\ (z[1],. .., z[n]) <
x[0] ist nach Lemma 6.53 primitiv rekursiv. Somit sind die f; primitiv
rekursiv, also total, und liefern alle Werte von R.

Umgekehrt ist R = &, so ist R rekursiv aufzidhlbar als De-
finitionsbereich der nirgends definierten Funktion. Sei also R =

1(f1(@), ..., fu(d)) = @ € N} f; € Rp(N) totale Funktionen,
dann liefert

RZ gdw Ji(zy = fii) A - Axzp = fr(i))

R ist rekursiv aufzahlbar nach Lemma 6.58.
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Abschlusseigenschaften r.a. Relationen

6.62 Lemma Abschlusseigenschaften

Die r.a. Relationen sind

a) Abgeschlossen gegen existentielle Quantifizierung
R C N"™! 5 > 1 sei rekursiv aufzihlbar. Dann auch S mit

Sxr gdw dyRzxy

b) Abgeschlossen gegen Vereinigung und Durchschnitt
Sind R, S C N" rekursiv aufzahlbar. Dann sind auch R U S,
R N S rekursiv aufzihlbar.

Beweis:

a) Sei R rekursiv aufzdhlbar. Also Ra gdw JzT'az fiir eine ent-
scheidbare Relation T". Dann ist ST gdw
dyRZy gdw JyIzTTyz gdw 3Ib T Zfirst(b)rest(d)

b) Sei R¥ gdw Jy T'Zy und ST gdw Jy VZy mit T, V ent-
scheidbare Relationen. Dann gilt
(RAS)T gdw
Jydz (Txy N VZz) gdw Ju (TZfirst(u) A VErest(u))
und
(RV S)x gdw
dydz (TZy vV VZz) gdw Ju (TZfirst(u) A VErest(u))
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Zusammenfassung
Charakterisierungen der r.a Relationen

Sei R C N", dann sind aquivalent:

e R C N" ist rekursiv aufzahlbar.

e R =dom(f) firein f € R,(N).

e R=0V R=im(f1,...,[fn)fir f; € R(N).
e R=0V R=im(f1,...,[fn) fir f; € P(N).

e R endlich vV R = im(f1,..., fn) fur f; € R(N) mit f;
injektiv.

o R¥ gdw dy STy fir eine entscheidbare Relation S.

e R¥ gdw dy Sxy fiir eine primitiv rekursive Relation S.

R ist entscheidbar gdw R und — R sind rekursiv aufzahlbar.

Rekursiv aufzdhlbare Relationen sind abgeschlossen gegen U, M, 3.

Was mit = und V 7
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Weitere Funktionsdefinitionen

6.63 Lemma Funktiondefinition auf r.a. Relationen
Sei g : N — N berechenbar, R C N" rekursiv aufzahlbar. Dann

ist auch
. g(x) falls Rx
1@ :{ )
T sonst
berechenbar.
Beweis: Es gilt f(Z¥) = sgn(succ(h(X))) - g(&), sofern
dom(h) = R.

Da R rekursiv aufzdhlbar ist, gibt esein b € R, (N) mit dom(h) =
R, also auch f € R,(N).

Fiihrt jede Definition einer Funktion durch Fallunterscheidung mit
paarweise disjunkten r.a. Relationen wieder zu berechenbaren Funk-
tionen?

Sind die r.a. Relationen eine echte Obermenge der entscheidbaren Re-
lationen. Gibt es r.a. Relationen die nicht rekursiv entscheidbar sind?
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Unentscheidbare Relationen

Wichtige Probleme

e Das allgemeine Halteproblem: K, C N?
Ko = {(a,z) € N": pu() |}

e Das spezielle Halteproblem (Selbstanwendungsproblem):
K CN
K ={a €N:p4(a) |}
e Sei f: N — Nmit f € R(N), d.h. total.
Spez(f) = {a € N: ¢, = f} Menge der ,Indizes von f*
O Aquiv C N? Aquivalenz von Indizes
Aquiv = {(a,b) € N*: ¢, = @y}

Beachte: K und K sind rekursiv aufzdhlbar. Wie stehen diese Pro-
bleme in Beziehung?

Erinnerung: R C N, S C N'. S kann auf R rekursiv reduziert
werden (schreibe S <;, R), falls es totale berechenbare Funktionen
fi, ..., fn: Nl — N gibt, so dass gilt

ST gdw Rf1(T) - - - ful)
Wir hatten gezeigt: Ist R entscheidbar, so auch S.
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Eigenschaften der Many-one Reduzierbarkeit

6.64 Lemma Es gilt

o <,, ist reflexiv und transitiv.

o Ist S <,, R, R entscheidbar, so ist S entscheidbar.
o Ist S <,, R, R rekursiv aufzihlbar, so ist S rekursiv aufzihlbar.
o §5<,, R, soist =S <,, =R.

Beweis:

Sei R = dom(f), dannist S = dom(f o (f1,..., fn)).
Die anderen Eigenschaften sind leicht zu beweisen.

6.65 Lemma

Es gilt
o K <,, Ky @ K <,, spez(f) o Spez(succ) <,, Aquiv

Beweis:
e Esista € K gdw (a,a) € Ko (f1, f2 ldentitat auf N).
e Sei f : N — N total berechenbar. Definiere

f(x) fallsp € K

T sonst

Y(x,p) = {

1) ist berechenbar, also gibt es ein a € N mit 90((12) = .
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Rekursiv aufzahlbare Relationen, die nicht
entscheidbar sind

Nach Definition von 1 gilt

pEK= soéz)(fb,p) = f(=)

pg K=o (z,p)1

Nach s-m-n Theorem gibt es primitiv rekursive Funktion
g(p) = s11(a,p) : 9 (x,p) = Py (@).

e Dannist p € K gdw g(p) € Spez(f).

® Sei a € N mit ¢, = succ : )
b € Spez(succ) gdw (a,b) € Aquiv.

6.66 Satz
K = {a € N: p,(a) |} ist nicht entscheidbar.

Beweis: Angenommen K ware entscheidbar. Wende Diagonalisie-
rungsargument an: Sei f : N — N mit

0 sonst

fz) = {gox(a;) +1 fallsx € K

f € Ry(N) und f ist total. Es gibt einen Index p € N fiir f, d.h.
f = @p. Insbesondere f(p) = ¢p(p). Dies ist ein Widerspruch, da

o Istp € K,s0p,(p) | und f(p) = pp(p) +1 4
o Istp & K,s0p,(p) Tund f(p) =0 4
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Folgerungen

6.67 Folgerung Es gilt

o Ky, Spez(f)(f € R) und Aquiv sind unentscheidbar.
e — K, Ky sind nicht rekursiv aufzahlbar.

e Die rekursiv aufzdhlbaren Relationen sind nicht abgeschlossen ge-
geniiber Komplementbildung und Allquantifizierung.

e Die entscheidbaren Relationen sind nicht abgeschlossen gegeniiber
existentielle- und Allquantifizierung.

6.68 Lemma
Sei R rekursiv aufzahlbar. Dann gilt R <,,, Kj.

Beweis: Sei R C N" rekursiv aufzihlbar. R = dom (™) fiir ein
a € N.

Es gilt
e R gdw " (@) |

gdW @sn_l,l(a,xz,...,xn)(x1> \L
gdW (Sn—l,l(a’a L2, ... 75Un)7 xl) S KO

Seien fi(x1,...,Tn) = sp—11(a,x2,...,x,) und

fo(x1, ..., xn) = x1. f1, f2o € P(N), also R <,,, K.

Die Relation K ist also die ,schwerste” r.a. Relation.

6.4 Grundziige der Rekursionstheorie 163



Vollstindige rekursiv aufzdhlbare Relationen

6.69 Definition

Eine Relation S C N" heiBt vollstindig bzgl. <,,, falls S rekursiv
aufzahlbar ist, und fiir jede andere rekursiv aufzdhlbare Relation R C
N (m > 1), R <, S gilt.

S ist eine ,schwerste’ rekursiv aufzahlbare Relation.

6.70 Satz Existenz vollstandiger, r.a. Relationen.

K ist vollstandig fiir die rekursiv aufzahlbaren Relationen.

6.71 Lemma

Ist S vollstandig fiir rekursive aufzahlbare Relationen und gilt S <,,
R fiir R rekursiv aufzahlbar, dann ist auch R vollstandig.

Beweis:
Sei T rekursiv aufzahlbar, dannist T' <,, S <,, R.D.h.T <,, R.
6.72 Folgerung K ist auch vollstandig.

Anwendung des s-m-n-Theorems. Zu zeigen:
Ko = {(a,z) € N’ : pu(z) |} <o K = {a: pa(a) |}
Betrachte Rzax gdw Kgpax. Dann ist R rekursiv aufzahlbar, d. h.

R = dom(goég)). Das s-m-n-Theorem liefert:

oy (2,0,2) | gdW .y taw(2) |
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Vollstindige rekursiv aufzdhlbare Relationen
Die Satze von Rice

Dann gilt mit 2z = s2.1(b, a, x)

po(x) | gdw oV (s21(b,a,z),a,z) |
gdw s, (ba,e)(s2,1(b, a, x)) |
gdw Kss1(b,a,x)
Da h(a,xz) = s2.1(b, a,x) primitiv rekursiv ist, gilt die Behaup-
tung Ko <,,, K.

Methoden fiir den Nachweis von Unentscheidbarkeit und
nicht rekursive Aufzahlbarkeit.

6.73 Satz (Rice) Entscheidbare Indexmengen

Sei S C RS)(N) Menge einstelliger Funktionen. Dann ist die Index-
menge der Funktionen in .S, die Menge S, = {a € N: ¢, € S},
genau dann entscheidbar, wenn S = & oder S = Rél)(N).

Also ist eine Indexmenge R C N entscheidbar gdw R = & oder N.

Beweis:
Ist S = & oder S = R](Dl)(N), so ist S, = @ oder S, = N und

somit entscheidbar.
Sei S # O, # Rz()l)(N). Angenommen S, ist entscheidbar.
O.b.d.A. T & S (sonst statt S, wihle —=.S),).
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Die Satze von RICE (Fort.)

Nach Vor. gibt es eine Funktion f € S.

Definiere
f(y) falls Kz

T sonst

F(x’y) :{

F' ist berechenbar, also gibt es ein @ € N mit F(x,y) =

(2) _ (1)
Pa (y,:c) — 9081’1(a’x)

ist primitiv rekursiv und es gilt

r € K= pyu =f€Sgdwg(x) €S,
$¢K2>909(x): T gsgdwg(m) €S,Lb
Es gilt somit x € K gdw g(x) € Sy, d.h. K <,,, S, 4

(y). Die Funktion g(x) = si1(a,x)

Nichttriviale Indexmengen sind also nicht rekursiv entscheidbar. Sind
sie liberhaupt rekursiv aufzdhlbar?

6.74 Definition

f : N — N heiBt endliche Restriktion von g : N — N, falls
dom(f) endlich ist und f C g, d.h.

dom(f) endlich und f(z) |= (g9(z) | A f(z) = g(x))
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Die Satze von Rice (Fort.)

6.75 Satz (Rice-Shapiro) Rekursiv aufzihlbare Indexmengen
Sei S C R](jl)(N). Ist die Menge S, = {a € N : ¢, € S}
rekursiv aufzihlbar, dann folgt fiir f € R;l)(N):

- f € S gdw es gibt eine endliche Restriktion g von f in S.

Insbesondere sind spez(f) (f total berechenbar) und somit auch
Aqutv nicht rekursiv aufzdhlbar.

Es gibt keine effektive Aufzahlung aller while-Programme, die nur pri-
mitiv rekursive oder nur totale p-rekursive-Funktionen berechnen.

Beweis:
Sei S, rekursiv aufzéhlbar und f € RS)(N).

e Sei g endliche Restriktion von f und g € S.
Angenommen f & S. Betrachte die Funktion:

f(y) falls Kz
g(y) sonst

F(x’y) :{

Behauptung: F' ist berechenbar. Da

Pz, y) = {g(y) falls y € dom(g)
| sgn(suce(pa(z))) - f(y) sonst
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Beweisfortsetzung

Sei a € Nmit F(z,y) = ¢ (¥, 2) = @5 | (a.0)(¥)
re€ K= F(z,.)=f

r¢ K= F(zx,-)=g

dh.z & K gdw s;1(a,z) € Sy, d.h. S, ist nicht r.a. 4

e Sei umgekehrt f € S. Angenommen es gebe keine endliche Re-
striktion von f in S.

Betrachte die Funktion:

Flo,y) — {f(y) falls ~ @, () <y

T sonst
F' ist berechenbar.
Sei a € N mit F(z,y) = ¢ (y,2) = 04y (0,0 (y):
Es gilt: |
e x € K = F(x,-) ist eine endlichen Restriktion von f:
Da p.(x) |, d.h. P,(x) = tg und fiir
y <ty F(z,y)= f(y)
y >t F(z,y)1
oer & K = F(x,-) = f,da P, (x) < y giltig.
x & K gdw s11(a,x) € S, d.h. S, ist nicht r.a. 4
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Nicht rekursiv aufzahlbare Mengen

6.76 Folgerung Der Satz erlaubt uns zu zeigen, dass gewisse Index-
mengen nicht r.a. sind.

Ist ndmlich A eine Indexmenge partiell rekursiver Funktionen und
p € A fir die gilt:

a) Es gibt ein ¢ € = A mit ¢, T ¢, oder

b) Es gibt kein Index einer endliche Restriktion von ¢, in A.

Insbesondere sind folgende Mengen A; nicht rekursiv aufzahlbar:

Ay ={x e N |y, =T,d h. dom(p,) = 2}
A1 ={x € N | dom(p,) endlich}
As = {xz € N|im(p,) endlich}
{x € N | dom(p,) = N,d.h. ¢, total}
Ay ={x € N|im(p,) = N,d. h. ¢, surjektiv}
—As ={x €N |a & dom(p,) afest,d.h. p,.(a) |}
—Ag ={x €N|a € im(p;) afest,d h. Jyp,.(y) = a}
Wende Satz 6.75 an.

Beachte = Ay, 7 A5, = Ag sind rekursiv aufzdhlbar.

=
I
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Existenz von Programmen (berechenbare
Funktionen) mit bestimmten Eigenschaften

6.77 Satz Fixpunktsatz - Rekursionssatz

a) FPS. Zu jedem f € RW(N) (totale p-rekursive Funktion) gibt
eseinp € Nmit @) = @p.
D.h. die ,,Programme” p und f(p) berechnen die gleiche Funktion.
Es muss nicht f(p) = p gelten.

b) RS. Zu jeder Funktion G € R (N), G : N> — N, gibt es ein
7 € Nmit 9, = G(-, )
D.h. p,(x) = G(x, q) fir alle x € N.

Beweis:

a) Betrachte die Funktion F(x,9) = ©f(sy 1(y) (T)
F € R (N). Sei ¢ Index von F, d.h.

2
F(CC7 y) — QDEI )(x7 y) s n 9031,1(q,y)(33)

e
Setze p = s1.1(q, q). Dann gilt

Prp () = 90f(81,1(q,Q))($) = F(z,q) = 9081,1(q,q)(x)

= pp(x).
Beachte: wahlt man fiir f(y) = s1.1(y, ), so gibt es ein p mit
Ps11(0p) = Pr-
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Anwendungen

b) Sei G € R](QQ)(N) und a Index von G, d.h.
Gz, y) = o2 (2, y) = @4 (an(@).

Sei f(y) = s1,1(a,y). Nach a) gibt es ¢ € N mit

pq(x) = Lp)(T) = Loy 1(a0)(2) = G(z, q)

6.78 Folgerung Existenz spezieller Programme!

e Es gibt ein while-Programm, das fiir jede Eingabe seine eigene Co-
dezahl ausgibt.

Sei G(xz,y) = ffz)j@)(a:, y) = y. Dann liefert RS ¢ € N mit

pq(r) = G(x,q) = q

e Es gibt eine primitiv rekursive Funktion f mit f : N — N, so dass
Vz € N. dom () = {z°}.

.Implizite Definition von Programmen”

Sei h(z,y) = pz.(xp2(y) =1) = {

T sonst

h € Ry dh h(z,y) = 0P (Y, 2) = ¢ @) ().
Wiahle f(x) = s1.1(a, x).

e FPS liefert sogar Existenz von pg € N mit

Pro = Pi(pg) d-h. dom(pyy) = dom(pfmy) = {Po}
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6.5 Die Churchsche These

Maschinennahe Programme: Register- und Turing-Maschinen.

Bisher: R, (N)=While-programmierbar iiber N.
=While-rekursiv programmierbar iiber V.

Wichtige Ergebnisse
Existenz universeller berechenbarer-Funktionen:
o) . N*t! _ N Zeitkomplexititsfunktion.

o W (p, &) = pt.first(:t(inp™ (p, &))) = 0
inp(™), 4, first € P(N)

0™ : N"*! _ N universelle Funktion fiir n-stellige Funktionen.

n — .p(n) Z) /- n —
o gp( )(p, ) = out(z(I> (P, )(lnp( )(p7x)))
Kleenesche Normalform fiir p-rekursive Funktionen.
o & ™ ¢ R (N) (d.h. berechenbar)

o Vf € RI(N) TpeN: f=¢p

Jede berechenbare Funktion hat einen ,,Index".

Satze: ,Programmtransformationen’

s-m-n Theorem: 3s,, ., € PmJ’lgoZer(:E’, Y) = Pomnp) (L)
Fixpunktsatz: Vf € RY(N) Ip € N Cp) = Pp
Rekursionstheorem: VG € R](f)(N) dp €N ¢, = G(-,p)

Die Sdtze von Rice: Entscheidbarkeit und r.a. von Indexmengen.
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Klassifizierung von Funktionen und Relationen

Pol “

R C N" Relationen:

rekursiv

prim-rek. aufzahlbar

« ~<_---Entsch.
IR, -

Pol
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